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摘要: 本文研究了 Fuzzy拓扑空间中的 N - 邻域与 N -Fuzzy有界集问题. 利用 N - 邻域引入

N -Fuzzy有界集概念, 讨论了其与另两种 Fuzzy有界集的关系, 获得了三种 Fuzzy有界集的等价刻画

及 N -Fuzzy有界集的一些基本性质, 推广了 Fuzzy有界集的已有结果.
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1 引言

有关 Fuzzy邻域概念最初提法可见 Chang [1]的结果,文中给出了 Fuzzy集的 Fuzzy邻域
概念, 但并未涉及点的 Fuzzy邻域, 这对于深入研究 Fuzzy拓扑学理论是不够的. 因此, 许多
学者进一步探讨了这个问题, 其中最具代表性的是Warren [2], 蒲保明和刘应明 [3] 及吴从炘

等 [4] 关于点的 Fuzzy邻域概念的研究, 应该说Warren给出的是分明点的 Fuzzy邻域 (简称
W - 邻域), 蒲保明和刘应明给出了以分明点为特例的 Fuzzy点的一种邻域 (简称 Q - 邻域),
吴从炘则融合了 Chang的邻域概念, 引进了蒲保明和刘应明意义下的 Fuzzy点的 Fuzzy邻域
(简称 N - 邻域). 目前使用较为广泛的是W - 邻域及 Q - 邻域, 它们很好地刻画了 Fuzzy拓
扑学中的一系列问题, 如收敛性, 分离性, 紧性等等 [5−7]. 然而在研究一些问题, 如Mackey收
敛在 Fuzzy拓扑线性空间中的理论推广时, 这两种定义都不能很好地使用. 相反的, N - 邻域
因其本身具有分明拓扑学理论中邻域的特点, 就比较匹配. 于是, 在此背景下, 探讨 N - 邻域
以及它与W - 邻域, Q - 邻域之间的关系对于 Fuzzy 拓扑学及 Fuzzy分析学相关理论的深入
研究是必要的. 同时, 关于 Fuzzy 拓扑线性空间中的 Fuzzy有界集的研究, 迄今为止有两种
定义, 一种是吴从炘, 方锦暄利用 Q - 邻域定义的 Fuzzy有界集 [8], 一种是 Katsaras利用W

- 邻域定义的 Fuzzy有界集 [9], 而在研究Mackey收敛在 Fuzzy拓扑线性空间中的理论推广
时, 这两种定义也不好用.
鉴于以上分析, 本文首先探讨N - 邻域与W - 邻域, Q - 邻域定义间的关系, 结果表明在

一定条件下, 这三种邻域等价; 其次, 利用 N - 邻域构造了 N -Fuzzy 有界集, 并证明出它与前
两种 Fuzzy有界集保持等价关系, 于是, 此三种定义下的大部分结论都是融汇贯通的. 作为新
构造的 Fuzzy有界集, 在本文的最后部分, 我们给出了 N -Fuzzy 有界集的一些性质.
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全文, X 表示数域 K上的线性空间, IX 表示 X 上 Fuzzy集全体, r∗ 表示 X 上隶属函数

取常值 r的 Fuzzy集, Pt(IX)表示 X 上 Fuzzy点的全体. Fuzzy拓扑空间的定义沿用 Lowen
[10]的定义. Fuzzy拓扑线性空间的定义延用 Katsaras [11]的定义.
接下来, 我们将Warren意义下的 Fuzzy邻域称为W - 邻域:
定义 2.1 设 (X,T )是 Fuzzy拓扑空间, x ∈ X. Fuzzy集 U ∈ IX 称为 x的W - 邻域当

且仅当存在 G ∈ T 使得 G ⊂ U , 且 G(x) = U(x) > 0.
x的所有W - 邻域的全体称为该点的W - 邻域系, 记作NW (x). 将 Katsaras以Warren

意义下的 Fuzzy邻域为基础构造的 Fuzzy邻域基称为W - 邻域基.
定义 2.2 设 (X,T )是 Fuzzy拓扑空间, x ∈ X. 设 Bx 为 x的若干W - 邻域所形成的

集族, 若对每个 A ∈ NW (x)及 α ∈ [0, A(x)), 存在 U ∈ Bx 使得 U ⊂ A, 且 U(x) > α, 则称
Bx为 x的W - 邻域基.
将蒲保明和刘应明意义下的 Fuzzy邻域称为 Q - 邻域, Fuzzy邻域基称为 Q - 邻域基.
定义 2.3 设 (X,T )是 Fuzzy拓扑空间, xλ ∈ Pt(IX). Fuzzy集 U ∈ IX 称为 xλ 的 Q -

邻域当且仅当存在 G ∈ T 使得 xλ ∈̃ G ⊂ U .
xλ的所有 Q - 邻域的全体称为该点的 Q - 邻域系, 记作NQ(xλ).
定义 2.4 设 (X,T )是 Fuzzy拓扑空间, xλ ∈ Pt(IX). 设 Uxλ

为 xλ 的若干 Q - 邻域所
形成的集族, 若对任何 A ∈ NQ(xλ), 存在 U ∈ Uxλ

使得 U ⊂ A, 则称 Uxλ
为 xλ 的 Q - 邻域

基.
将吴从炘意义下的 Fuzzy邻域称为 N - 邻域, Fuzzy邻域基称为 N - 邻域基.
定义 2.5 设 (X,T )是 Fuzzy拓扑空间, xλ ∈ Pt(IX). Fuzzy集 U ∈ IX 称为 xλ 的 N -

邻域当且仅当存在 G ∈ T 使得 xλ ∈ G ⊂ U .
xλ的所有 N - 邻域的全体称为该点的 N - 邻域系, 记作NN (xλ).
定义 2.6 设 (X,T )是 Fuzzy拓扑空间, xλ ∈ Pt(IX). Nxλ

为 xλ 的若干 N - 邻域所形
成的集族, 若对任何 A ∈ NN (xλ), 存在 U ∈ Nxλ

使 U ⊂ A, 则称 Nxλ
为 xλ的 N - 邻域基.

3 N - 邻域

引理 3.1 [4] 设 (X,T )是 Fuzzy拓扑空间, 则对任何固定的 r ∈ (0, 1], U 是 xr 的 N - 邻
域当且仅当对任意 λ ∈ (1− r, 1], U 是 xλ的 Q - 邻域.
事实上, 通过进一步研究, 我们可以得到如下结论:
引理 3.2 设 (X,T )是 Fuzzy拓扑空间, U ∈ IX , 对任意 r ∈ (0, U(x)], U 是 xr 的 N -

邻域当且仅当对任意 λ ∈ (1− U(x), 1], U 是 xλ的 Q - 邻域.
证 必要性 ∀ r ∈ (0, U(x)], U 是 xr 的 N - 邻域, 则存在 Gr ∈ T , 使得 xr ∈ Gr ⊂ U ,

故 xr ∈
⋃

r∈(0,U(x)] Gr ⊂ U , 注意到
⋃

r∈(0,U(x)] Gr ∈ T , 且

(
⋃

r∈(0,U(x)]

Gr)(x) = sup
r∈(0,U(x)]

Gr(x) ≥ sup
r∈(0,U(x)]

r = U(x),

于是对任意 λ ∈ (1− U(x), 1], 有

xλ∈̃
⋃

r∈(0,U(x)]

Gr ⊂ U,
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故 U 是 xλ的 Q - 邻域.

充分性 对任意 r ∈ (0, U(x)], 显然 (1− r, 1] ⊂ (1− U(x), 1], 则对任意 λ ∈ (1− r, 1], 有
λ ∈ (1− U(x), 1], 由条件知, U 是 xλ的 Q - 邻域, 由引理 3.1, U 是 xr 的 N - 邻域.

引理 3.3 [12] 设 (X,T )是 Fuzzy拓扑空间, U ∈ IX , x ∈ X, 则 U 是 x的W - 邻域当且
仅当对任意 λ ∈ (1− U(x), 1], U 是 xλ 的 Q - 邻域.

由引理 3.2及引理 3.3可以得到

定理 3.4 设 (X,T )是 Fuzzy拓扑空间, U ∈ IX , U 是 x的W - 邻域当且仅当对任意
r ∈ (0, U(x)], U 是 xr 的 N - 邻域.

此表明 N - 邻域与 Q - 邻域, W - 邻域定义间相互等价.

4 N-Fuzzy有界集

在文 [9] 中, Katsaras利用W - 邻域给出如下 Fuzzy 有界集:

定义 4.1 Fuzzy拓扑线性空间 (X,T )中的 Fuzzy 集 B 称为有界的, 若它可以被 θ的任

意W - 邻域所吸收, 即对 θ的任一W - 邻域 U , 若 U(θ) > 0且对每个 r < U(θ), 存在 t
′
> 0,

使得 (t
′
B)

⋂
r∗ ⊂ U .

注意到定义 4.1 在文 [9] 中的 r ∈ (0, 1], 且对 t
′

> 0, (t
′
B)

⋂
r∗ ⊂ U ⇐⇒ B

⋂
r∗ ⊂

(1/t
′
)U . 因此为便于研究, 本文中我们将使用如下等价定义:

定义 4.2 设 (X,T )是 Fuzzy拓扑线性空间, B ∈ IX , 若对 θ的任意W - 邻域 U 及任意

0 < r < U(θ), 存在 t > 0使得 B
⋂

r∗ ⊂ tU , 则称 B为 Fuzzy有界集.

将定义 4.2中的 Fuzzy有界集称为W -Fuzzy有界集.

定义 4.3 [8] 设 (X,T ) 是 Fuzzy拓扑线性空间, B ∈ IX , 若对 θλ 的任一 Q - 邻域, 存在
t > 0及 r ∈ (1− λ, 1]使得 B

⋂
r∗ ⊂ tU , 则称 B为 Q− λ-Fuzzy有界集; 若对每个 λ ∈ (0, 1],

B是 Q− λ-Fuzzy有界, 则称 B为 Q-Fuzzy有界集.

将吴, 方 [8] 利用 Q - 邻域定义的 Fuzzy有界集, 也即定义 4.3中的 Fuzzy有界集称为
Q-Fuzzy有界集.

以下利用 N - 邻域定义 N -Fuzzy有界集:

定义 4.4 设 (X,T )是 Fuzzy 拓扑线性空间, B ∈ IX , 若对 θr 的任一 N - 邻域及任意
0 < α < r, 存在 t > 0, 使得 B

⋂
α∗ ⊂ tU , 则称 B 为 N − r- 有界集; 若对每个 r ∈ (0, 1], B

恒 N − r-Fuzzy有界, 则称 B为 N -Fuzzy有界集.

接下来, 将讨论 N -Fuzzy有界集与W -Fuzzy有界集, Q-Fuzzy有界集三者之间的关系.

引理 4.5 [12] 设 (X,T )是 Fuzzy拓扑空间, x ∈ X, Bx ⊆ IX , 则Bx是 x的W - 邻域基
当且仅当对任意 A ∈ Bx, A(x) > 0, 且对每个 λ ∈ (0, 1], Uxλ

= {A : A ∈ Bx, A(x) > 1− λ}
是 xλ的 Q - 邻域基.

定理 4.6 设 (X,T )是 Fuzzy拓扑线性空间, B ∈ IX , B是W -Fuzzy有界集当且仅当对
每个 λ ∈ (0, 1], B是 Q− λ-Fuzzy有界的.

证 必要性 设 Bθ 是 θ 的 W - 邻域基, 由引理 4.5 知, 对任意 λ ∈ (0, 1], Uxλ
= {A :

A ∈ Bθ, A(θ) > 1− λ}是 θλ 的 Q - 邻域基. 于是, 对每个 θλ 的 Q - 邻域 U , 存在 A ∈ Bθ 且

A(θ) > 1− λ使得 A ⊂ U . 注意到 B 是W -Fuzzy有界集, 则对任意 r ∈ (1− λ,A(θ)) , 存在
t > 0, 使得 B

⋂
r∗ ⊂ tA ⊂ tU , 因此 B是 Q− λ-Fuzzy有界的.



1212 数 学 杂 志 Vol. 35

充分性 设 V 是 θ的任意W -邻域.对任意α ∈ (0, V (θ)),取 λ = 1−α,则有 V (θ) > 1−λ.
由引理 3.3知, V 是 θλ的Q -邻域.由于B是Q−λ-Fuzzy有界的,存在 t > 0及 r ∈ (1−λ, 1],
使得 B

⋂
r∗ ⊂ tV . 注意到 α = 1− λ < r, 于是我们有 B

⋂
α∗ ⊂ tV , 故 B 是W -Fuzzy有界

集.

由W - 邻域的定义很容易得到

引理 4.7 设 (X,T ) 是 Fuzzy 拓扑空间, U ∈ IX , 若 U ∈ T , 且对任意 r ∈ (0, 1],
U(x) ≥ r, 则 U 是 x的W - 邻域.

定理 4.8 设 (X,T )是 Fuzzy拓扑线性空间, B ∈ IX , B是W -Fuzzy有界集当且仅当对
每个 r ∈ (0, 1], B是 N − r-Fuzzy 有界集.

证 必要性 对每个 r ∈ (0, 1]及 θr 的任一 N - 邻域 U , 由于 U 是 θr 的 N - 邻域, 故存在
G ∈ T , 使得 θr ∈ G ⊂ U . 由引理 4.7知, G是 θ的W - 邻域. 又由于 B是W -Fuzzy有界集,
故由定义 4.2可知, 对每个满足 0 < α < r ≤ G(θ)的 α, 存在 t > 0, 使得 B

⋂
α∗ ⊂ tG ⊂ tU ,

此表明 B是 N − r-Fuzzy有界集.

充分性 设 V 是 θ 的任意 W - 邻域. 对任意 α ∈ (0, V (θ)), 由 V (θ) > α 知, 存在
α < r < V (θ), 由定理 3.4知, V 是 θr 的 N - 邻域, 由于 B 是 N − r-Fuzzy有界集, 故存在
t > 0使得 B

⋂
α∗ ⊂ tV , 于是 B是W -Fuzzy 有界集.

因此, 我们有如下结论:

定理 4.9 设 (X,T )是 Fuzzy拓扑线性空间, B ∈ IX , B 是 N -Fuzzy有界集当且仅当 B

是 Q-Fuzzy有界集.

由此可以看出三种 Fuzzy有界集之间是等价的.

5 N-Fuzzy有界集的性质

应该说, N - 邻域与 N -Fuzzy有界集对于研究 Fuzzy拓扑线性空间的相关理论是非常方
便的. 接下来, 我们给出 N -Fuzzy有界集的性质.

引理 5.1 [13] 设 (X,T )是 Fuzzy拓扑线性空间, 对任意 r ∈ (0, 1], 均存在 θr 的均衡的

N - 邻域基 Nθr
(Nθr

为 θr 的均衡 N - 邻域基是指对任意 θr 的 N - 邻域 U , 存在W ∈ Nθr
,

使得 W ⊂ U , 且 W 满足对任何 k ∈ K, |k| ≤ 1, 有 kW ⊂ W ); 且对任意 U ∈ Nθr
, 存在

W ∈ Nθr
使得W + W ⊂ U .

据此, 我们有如下性质:

定理 5.2 设 (X,T )是 Fuzzy拓扑线性空间, A, B ∈ IX , 且 A, B 均是 N − r-Fuzzy 有
界集, 则

(i) A的任何子集是 N − r-Fuzzy有界集;

(ii) A ∪B是 N − r-Fuzzy有界集;

(iii) A + B, kA(k ∈ K, k 6= 0)也是 N − r-Fuzzy有界集.

证 (i) 设G ⊂ A,往证G是N−r-Fuzzy有界集. 对 θr的任一N -邻域及任意 0 < α < r,
由于 A是 N − r-Fuzzy有界集, 故存在 t > 0, 使 A

⋂
α∗ ⊂ tU , 显然有 G

⋂
α∗ ⊂ tU , 故 G是

N − r-Fuzzy有界集.

(ii) 对 θr 的任一 N - 邻域及任意 0 < α < r, 由引理 5.1, 不妨设 U 是均衡的, 则由 A,B
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均是 N − r-Fuzzy有界集知, 存在 t1 > 0, t2 > 0使得

A ∩ α∗ ⊂ t1U,B ∩ α∗ ⊂ t2U,

取 t = max{t1, t2} > 0, 则

(A ∪B) ∩ α∗ ⊂ (t1U ∪ t2U) ⊂ tU,

故 A ∪B是 N − r-Fuzzy有界集.
(iii) 对 θr 的任一 N - 邻域及任意 0 < α < r, 由引理 5.1, 存在 θr 的均衡邻域 V , 使

得 V + V ⊂ U , 由于 A, B 是 N − r-Fuzzy 有界集, 故存在 t1 > 0, t2 > 0 使得 A
⋂

α∗ ⊂
t1V, B

⋂
α∗ ⊂ t2V , 取 t = max{t1, t2} > 0, 故

(A ∩ α∗) + (B ∩ α∗) = (A + B) ∩ α∗ ⊂ t1V + t2V ⊂ tV + tV ⊂ tU,

于是 A + B是 N − r-Fuzzy有界集.
kA(k ∈ K, k 6= 0) 是 N − r-Fuzzy有界集易证.
为便于研究, 我们给出 Zadeh关于从模糊集到模糊集的映射, 也即扩张原理.
定义 5.3 [4,14] 设 X, Y 是两个非空普通集合, 设有映射 f : X → Y , 则由该映射可以诱

导出如下映射, 记为 f̃

f̃ : IX → IY , A 7−→ f̃(A),

其中,

f̃(A) =

{ ∨
f(x)=y A(x), y ∈ f(X),

0, y∈f(X).

以下 f 是从 X 到 Y 的映射均指定义 5.3中的 f̃ : IX → IY .
定义 5.4 设 X , Y 是 Fuzzy拓扑线性空间, f 是从 X 到 Y 的映射, 若 f 将 X 中的任一

N -Fuzzy有界集映成 Y 中的 N -Fuzzy有界集, 则称 f 是 N -Fuzzy有界的.
定义 5.5 [4] 设 (X, T ), (Y, S) 是 Fuzzy拓扑线性空间, f 是从 X 到 Y 的映射, 若对 X

中的任一 Fuzzy 点 xr 及 Y 中 Fuzzy 点 f(xr) 的任何 N - 邻域 V , 有 xr 的邻域 U , 使得
f(U) ⊂ V , 则称 f 是 N -Fuzzy连续的.
以下这些结论都是易证的, 在此就不再赘述.
定理 5.6 设 f 是从 X 到 Y 的映射, 又设 r ∈ (0, 1], A是 X 中的任一 N -Fuzzy有界集,

则对 X 和 Y 上取常值 r的 Fuzzy集 r∗X 及 r∗Y , 有 f(A ∩ r∗X) = f(A) ∩ r∗Y .
由定理 5.6易证:
定理 5.7 设 X, Y 是 Fuzzy拓扑线性空间, f 是从 X 到 Y 的线性和 N -Fuzzy连续映射,

则 f 是 N -Fuzzy有界的.
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Abstract: In this paper, we investigate N -neighborhood and N -Fuzzy bounded set in fuzzy

topological spaces. By using the definition of N -neighborhood, we introduce the concept of

N -Fuzzy bounded set. Base of it, we discuss the relationship between it and the other two fuzzy

bounded sets, then obtain the equivalent characterizations of three fuzzy bounded sets and some

basic properties of N -Fuzzy bounded set, which generalize those results in the literature.
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