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摘要: 本文研究了 Γ - 半群的一些性质. 利用研究通常半群的方法, 并结合 Γ - 半群的特殊性,

获得了关于 Γ - 半群性质, 推广了通常半群的结论, 特别探讨了 Γ - 半群的夹心集.
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1 引言

半群由印度数学家 Sen 和 Saha 于 1986 年引入 [1]. 经过多年研究, Γ - 半群理论得到相
当完善. Γ - 半群是一般半群的真推广并且有着很多和半群相平行的概念. 对应于正则半群、
单半群、纯正半群、逆半群, Γ - 半群有正则 Γ - 半群、单 Γ - 半群、纯正 Γ - 半群、逆 Γ - 半
群. Γ - 半群中也有正则元、逆元的概念. 半群中的重要工具 Green 关系也在 Γ - 半群中找到
了类似物, 1987 年 Dutta 年定义了 Γ - 半群中的格林关系 [2].
在一系列基础概念提出后, 学者们把半群中的很多性质推广到了 Γ - 半群中. Dutta 和

Saha 研究了 Γ - 半群 Green 关系的性质和 D 类的结构; Seth 证明了一个 Γ - 半群是完全 0
单的充要条件是它同构于一个群上的含 0 正则 Rees 矩阵 Γ - 半群, 从而解决了完全 0 单 Γ -
半群的结构; 在对 Γ - 半群的结构研究方面, 盛德成、赵宪钟还给出了带 Γ - 半群的一般结构;
杨国为得到了完全单 Γ - 半群和有完全单 Γ - 核的半群的结构定理; 在对 Γ - 半群的同余研
究方面, Sen 给出了正则 Γ - 半群及纯正 Γ - 半群的最大幂等元分离同余的刻画; 杨国为, 朱
平研究了完全 0 单 Γ - 半群的同余及同余格, 并把正则半群上对同余的刻画推广到了 Γ - 正
则半群上. 此外, 赵宪钟提出了 Γ - 纯正半群的概念, 证明了纯正 Γ - 半群类和 Γ - 纯正半群
类是互不包含且交非空的, 他还对几类特殊的 Γ - 半群的相关半群作了研究 [3−13].
总之, Γ - 半群仍是学者们的一个重点研究对象, 近年来仍然有不少关于 Γ - 半群的文章

[14−16], 其理论仍在不断的发展和完善中. 作为半群概念的真推广, 它既有着和半群相似的性
质, 又有着异于半群的性质. 本文就是在此基础之上继续探究 Γ - 半群的一些基本性质. 我们
还将半群的夹心集概念推广到 Γ - 半群上, 并着重讨论了 Γ - 半群的夹心集的性质和结构. Γ
- 半群的夹心集既有和一般半群夹心集相似的一面, 又有和一般半群夹心集不同的一面. 对某
个给定的 η, 夹心集 Sη(a, b) 是相关半群 Sη 的子半群且是矩形带, 但是夹心集 S(a, b) 却不是
Γ - 矩形带. 在讨论 Γ - 半群的夹心集时, 结论虽与一般半群有些相似, 但却需要克服由于 Γ -
半群的特殊性带来的一系列困难.
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本文首先讨论 Γ - 半群的基本性质, 如广义结合律和相关半群. 由于 Γ - 半群是一般半
群的真推广, 一方面, 它具有一般半群的相似甚至相同的性质, 如 Green 关系及相应的 Green
引理, (它们的具体表现形式与半群中也有所不同). 另一方面, Γ - 半群也具有和一般半群不
同的性质, 如 Γ - 半群的含幂等元H - 类可以包含多个幂等元.

2 定义, 广义结合律, 正则性和 Green - 等价关系

定义 2.1 [1] 设 S, Γ 是两个非空集, 称 S 为 Γ - 半群, 若存在映射 S × Γ × S −→
S, (a, α, b) 7−→ aαb 满足 ∀a, b, c ∈ S, α, β ∈ Γ, 有 (aαb)βc = aα(bβc).
例 2.2 [1] (1) 设 S 是通常半群, Γ = {α} 为一元集. 定义 S × Γ × S −→ S 为

(x, α, y) 7→ xαy = xy, 显然, 这定义了一个 Γ 半群, 它实际就是半群 S.
(2) 设 S 是半群, Γ 是 S 的非空子集合, 定义 S × Γ× S −→ S 为 (x, α, y) 7→ xαy, 右边

是 S 上的三个元素的通常乘积, 显然, 这使 S 成为一个 Γ 半群, 它的运算性质由 S 的二元运

算和 Γ 的取法共同确定.
(3) 对正整数m,n, 记 S 为环 R 上所有m× n 矩阵之集, Γ 为 R 上所有 n×m 矩阵之

集. 定义 S × Γ× S −→ S, (A,B, C) 7→ ABC, 右边是通常三个矩阵的乘积, 显然 S 成为一个

Γ 半群.
(4) 设 A,B 是二非空集, S 是从 A 到 B 的映射之集, Γ 是从 B 到 A 的映射之集, 定义

S × Γ× S −→ S, (x, α, y) 7→ xαy 是通常映射合成, 则 S 是 Γ 半群.
以上四个例子说明, Γ 半群类是半群类的真推广, 正如许多学者研究过的, 它具有许多与

半群相似甚至相同的性质, 我们将用例子说明, Γ - 半群也具有半群不具备的许多性质. 我们
在研究 Γ 半群时, 将力图应同时注意讨论这两个方面.
和一般半群一样, Γ 半群只需满足一个公理, 也称其为结合律. 这个结合律的实质是: 由

给定的三元运算 (a, α, b) 7→ aαb 所能诱导的两个五元运算

(a, α, b, β, c) 7→ (aαb)βc 和 (a, α, b, β, c) 7→ aα(bβc)

是同一个运算. 自然会问, 对任意自然数 n, 由这个三元运算所能诱导的所有 2n + 1 - 元运算
是否都是同一个运算? 例如, 如果取 n = 3, 由给定的三元运算可以得到五个七元运算, 它们
对序列 (a, α, b, β, c, γ, d), 共有五个不同表示的值

((aαb)βc)γd, (aα(bβc))γ, d, (aαb)β(cγd), a((αbβc)γd), aα((bβc)γd).

一般地, 任意给定 ai ∈ S, i = 1, · · · , n 和 αj ∈ Γ, j = 1, · · · , n− 1, 由上述三元运算能诱导的
2n + 1 - 元运算是很多的, 和通常半群一样, 只有所有这些运算都是相同的, 我们不加括号地
写乘积 a1α1a2α2 · · ·αn−1an 才有意义, 它表示所有这些 2n + 1 - 元运算在序列

(a1, α1, a2, α2, · · · , αn−1, an)

上共同的值. 这就是所谓“广义结合律”. 以下给出的证明参考了文献 [17] § 1.4 的类似讨论.
引理 2.3 对任意 ai ∈ S, αj ∈ Γ, k, m ∈ N (正整数集合), 归纳定义 Πm

kαak+j 如下

Π1
kαak+j = ak,

Πm
kαak+j = (Πm−1

kα ak+j)αk+m−2ak+m−1

= (· · · ((akαkak+1)αk+1ak+2) · · · ak+m−2)αk+m−2ak+m−1,
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则对任意正整数 n,m, 有

(Πn
1αa1+j)αn(Πm

(n+1)αan+1+j) = Πn+m
1α a1+j .

证 我们对 m 用归纳法证明. 当 m = 1 时, 由记号的定义直接得结论成立. 假设当
m = r 时成立, 即 (Πn

1αa1+i)αn(Πr
(n+1)αan+1+j) = Πn+r

1α a1+k. 当m = r + 1 时有

(Πn
1αa1+i)αn(Πr+1

(n+1)αan+1+j)
= (Πn

1αa1+i)αn((Πr
(n+1)αan+1+j)αn+ran+r+1) (由记号 Πr+1

(n+1)αan+1+j 的定义)
= ((Πn

1αa1+i)αn(Πr
(n+1)αan+1+j))αn+ran+r+1 (由结合律)

= (Πn+r
1α a1+k)αn+ran+r+1 (由归纳假设)

= Πn+r+1
1α a1+j (由定义).

定理 2.4 Γ 半群满足广义结合律.
证 我们对正整数 n 用归纳法证明: 对任意序列

(a1, α1, a2, · · · , αn−1, an), ai ∈ S, αj ∈ Γ,

在由 Γ 半群 S 的乘法诱导的任意 2n + 1 元运算下得到的积都等于引理 1.1.1 中所取定的那
个 2n + 1 元运算下的值. n = 1 时此即为结合律公理, 结论成立. 假设 n > 1 而结论对小于 n

的任意正整数都成立. 由于由给定的三元运算诱导的无论何种 2n + 1 元运算, 其最后一步必
有形 uαkv, 1 ≤ k ≤ n− 1, 其中 u 是 (a1, α1, a2, · · · , αk−1, ak) 在 2k − 1 元运算下的积, v 是

(ak+1, αk+1, · · · , an) 在 2(n − k) + 1 元运算下的积. 因为 k, n − k < n, 按归纳假设, 我们有
u = Πk

1αa1+i, v = Πn−k
(k+1)αak+j+1. 由引理 1.1.1 得到

uαkv = (Πk
1αa1+i)αk(Πn−k

(k+1)αak+j+1) = Πn
1αa1+t.

该式右边的积是惟一确定的. 这就证明了定理的结论.
有了广义结合律, 我们就可以不加任何括号地写乘积 a1α1a2α2 · · ·αn−1an, 也可以在这

个乘积中对任意形为 aiαiai+1 · · ·αi+j−1ai+j 的积加括号而不影响原来的乘积. 进而由元素乘
积自然诱导的集合的乘积或元素与集合的乘积, 如 SΓSΓS · · ·ΓS 或 aΓSΓa 等等也是有意义

的了. 特别地, 我们有下述关于 Γ - 半群的正则性的概念.
定义 2.5 [1] 设 S 是 Γ - 半群, a ∈ S 称为是正则元, 记为 a ∈ Reg S, 若 a ∈ aΓSΓa. 称

Γ - 半群 S 是正则的, 若 S 的任意元均是正则元.
我们知道, 研究正则半群最有效的工具是 Green 等价关系. 我们把对 Γ- 半群相应概念的

定义和结论列于下, 这些概念及其性质在文献 [1, 2] 等中已引入, 有些没有证明, 为完整起见,
对某些结论我们给出相应的证明.

Γ - 半群 S 的子集合 L 称为是 S 的一个左理想, 如果 SΓL ⊆ L. 易知, S 的任意多个左

理想的非空交必然也是左理想. 因此, S 的任一非空子集 A 必有包含它的最小左理想, 称为
A 生成的左理想, 记为 (A)l. 特别地, 对 S 的任一元 a, (a)l 称为由 a 生成的主左理想; 对偶
地, 我们有右理想, 生成右理想 (A)r 和主右理想 (a)r 的概念; 既是左理想又是右理想的非空
集称为理想. 同样, 我们有生成理想 (A)b 和主理想 (a)b 的概念. 容易知道, 对任意 a ∈ S,

(a)l = SΓa ∪ {a}, (a)r = aΓS ∪ {a}, (a)b = SΓa ∪ aΓS ∪ SΓaΓS ∪ {a}.
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Γ - 半群 S 的五个 Green 等价关系 L, R, H, D 和 J 定义如下:

L = {(x, y) ∈ S × S | (x)` = (y)`}, R = {(x, y) ∈ S × S | (x)r = (y)r},
J = {(x, y) ∈ S × S | (x)b = (y)b}, H = L ∩R.

和半群一样, Γ - 半群 S 的Green-D - 关系也定义为 S 的等价关系格中 L, R 的最小上界. 不
难证明, 这两个关系可交换, 故也有 D = L ◦ R = R ◦ L.
关于半群的同一 D - 类中诸 L − R - 类之间相互联系的著名的 Green 引理对 Γ - 半群

也是成立的, 叙述如下.
引理 2.6 [2] (Green 引理) 若 aR b 且 a = bαu, b = aβv, 那么映射

ρβv : x 7→ xβv (x ∈ La), ραu : y 7→ yαu (y ∈ Lb)

分别是从含 a 的 L - 类 La 到含 b 的 L - 类 Lb 和反过来的互逆的双射, 它们保持R - 类不变;
对偶地, 若 aL b 且 a = uαb, b = vβa, 那么映射

λvβ : x 7→ vβx (x ∈ Ra), λuα : y 7→ uαy (y ∈ Rb)

分别是从含 a 的 R - 类 Ra 到含 b 的 R - 类 Rb 和反过来的互逆的双射, 它们还保持 L - 类
不变.
特别地, 同一 D - 类中任二H - 类等势.
关于正则性, 有
引理 2.7 对 Γ - 半群 S, 我们有以下结论:
(1) S 的任一 D - 类D 中若有一个正则元, 则它的所有元素都正则, 称之为正则 D - 类;

D 正则的充要条件是它 (的每个 L -, R - 类都) 包含某个满足 eαe = e (α ∈ Γ) 的元素 e, 称
为 S 的 α - 幂等元; S 的所有 α - 幂等元组成的集合记为 Eα 或 Eα(S).

(2) L - 类 L 中的 α - 幂等元是 L 的右 α 单位元; 对偶的结论对R - 类成立.
(3) a ∈ Reg S 的充要条件是 ∃α, β ∈ Γ, a′ ∈ S 使得 aαa′βa = a, a′βaαa′ = a′; 此时还

有 aαa′ ∈ Eβ ∩Ra ∩ La′ 且 a′βa ∈ Eα ∩ La ∩Ra′ . 这样的元素 a′ 称为 a 的 (α, β) - 逆; a 的

所有 (α, β) 逆组成的集合记为 V β
α (a).

(4) 对任意 a ∈ S, 记 a 所在的 D - 类为 Da. 对任意 α, β ∈ Γ, 我们有 V β
α (a) ⊆ Da. 进

而对 Da 中的任一 H - 类 H, 有 |H ∩ V β
α (a)| ≤ 1, 等号成立的充要条件是 Ra ∩ LH ∩ Eβ 6= ∅

且 La ∩RH ∩ Eα 6= ∅.
(5) 对任意 a, b ∈ S 和 α ∈ Γ, aR aαbL b 的充要条件是 Eα ∩ La ∩Rb 6= ∅.
以上这些是 Γ - 半群与通常半群相似甚至相同的性质. 使我们感兴趣的是, Γ - 半群还

具有异于普通半群的若干性质. 例如, 我们知道, 任何群有且只能有一个幂等元, 即群的单位
元, 因而, 通常半群中每个 H - 类最多只能包含一个幂等元. 由上述引理不难证明, 对于给定
的 α ∈ Γ, Γ - 半群 S 的每个 H - 类 H 最多只能包含一个 α - 幂等元. 但以下例子说明, H

完全可以包含多个幂等元.
例 2.8 设G 为群, Γ ⊆ G. G 按例 1.1 中 (2) 的方式定义为 Γ - 半群. 不难验证, G 是

它自身的一个 H - 类, 且 ∀g ∈ Γ, g−1 都是 G 的幂等元. 特别地当 Γ = G 时, G 即是群, 且
它的每个元素都是幂等元.
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一般地, 有
引理 2.9 设 H 是 Γ - 半群 S 的一个H - 类. 则有
(1) 对任意 α ∈ Γ, 或者 HαH ∩H = ∅, 或者 HαH = H, 且此时视 α 为 H 上的二元运

算, 则 H 是一个群, 记为 Hα, 其单位元是一个 α - 幂等元.
(2) H 是群的充要条件是 H 包含幂等元.
(3) 记 ΓH = {α ∈ Γ |HαH ∩H = H}, 对任意 α, β ∈ ΓH , Hα

∼= Hβ.
证 本引理的 (1) 在文献 [5] 中已有证明, 而 (2) 是 (1) 的推论. 此处我们只证明 (3).
设 Hα 的单位元是 eα, Hβ 的单位元是 eβ. 令 ϕ : Hα = H −→ Hβ = H 为 aϕ =

aαeβ∀a ∈ Hα; 令 ψ : Hβ −→ Hα 为 bψ = bβeα. 因为对任意 a ∈ Hα = H 和 b ∈ Hβ = S, 有

aϕψ = (aαeβ)βeα (由定义)
= aα(eββeα) = aαeα (eβ 是群 Hβ = H 的单位元)
= a (eα 是群 Hα = H 的单位元),

bψϕ = (bβeα)αeβ (由定义)
= bβ(eααeβ) = bβeβ (eα 是群 Hα = H 的单位元)
= b (eβ 是群 Hβ 的单位元).

因而 ϕ 是双射. 进而对任意 a1, a2 ∈ Hα, 有

(a1αa2)ϕ = (a1αa2)αeβ = a1α(eββa2)αeβ = (a1αeβ)β(a2αeβ) = (a1ϕ)β(a2ϕ).

故得 Hα ' Hβ.
Γ - 半群 S 既然是由两个集合 S 和 Γ 共同决定的, 因而它的子代数也应当具有和半群的

子代数不同的形式. 为此我们引入下述
定义 2.10 设 S 为 Γ半群, S1 ⊆ S, Γ1 ⊆ Γ. 称 S1 为 S 的 Γ1 子半群,若有 S1Γ1S1 ⊆ S1.
值得注意的是, Γ - 半群 S 的含幂等元的H - 类不一定是 S 的 Γ - 子半群, 如下例所示.
例 2.11 设 S = Γ = Mn(R), 即实数域R 上所有 n 阶方阵的集合, S 在通常三个矩阵

的乘法之下显然是一个 Γ - 半群. 记 H 是 R 上所有满秩 n 阶方阵之集. 易验 H 是 S 的一

个 H 类, n 阶单位矩阵是其中的幂等元. 不难验证, ΓH = H, 因而 H 是 S 的 ΓH - 子半群.
但它不是 S 的 Γ - 子半群, 因为 HSH 中包含非满秩矩阵 (事实上 HSH = S).
例 2.12 [3] 设 A = {a, b, c}, B = {e, f},M 是所有 A −→ B 的映射的集合. 记M 中的元

为 a, b, c 的像所组成的三元组, 如: a −→ e, b −→ f, c −→ e 记为 (e, f, e). 类似地记 B −→ A

的映射. 设M = {(e, e, e), (e, e, f), (e, f, e), (e, f, f), (f, f, f), (f, e, f), (f, e, e), (f, f, e)}, Γ =
{(a, a), (a, b), (a, c), (b, a), (b, b), (c, c)} 可以验证 S 是正则 Γ - 半群. 且 (e, e, f) 是 (a, c) 幂等
元.
定义 2.13 [8] 正则 Γ - 半群 S 称为是逆 Γ - 半群, 若满足: ∀a ∈ S,∀α, β ∈ Γ, 且

V β
α (a) 6= ∅ 时, | V β

α (a) |= 1. 正则 Γ - 半群 S 称为纯正的, 若 e ∈ Eα(S), f ∈ Eβ(S), 则
eαf ∈ Eβ(S), fαe ∈ Eβ(S), eβf ∈ Eα(S), fβe ∈ Eα(S).
和一般半群类似, 我们有下述结论:
引理 2.14 [8] (1) S 是 Γ - 半群, 则 S 是逆 Γ - 半群的充要条件是 S 正则且 ∀e, f ∈

Eα(S), α ∈ Γ, 有 eαf = fαe.
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(2) S 是纯正 Γ 半群的充要条件是 α, β ∈ Γ,∀e ∈ Eα(S), 当 V β
α (e) 6= ∅, V α

β (e) 6= ∅ 时,
V β

α (e), V α
β (e) 中任意一元均为 β 幂等元.

(3) 逆 Γ - 半群是纯正 Γ 半群, 反之则不一定成立. 例如设 Q∗ 表示所有非 0 有理数的集
合, Γ 表示所有正整数的集合. ∀a, b ∈ Q∗, α ∈ Γ, 定义 aαb =| a | αb, 可以证明 Q∗ 是纯正 Γ -
半群. 但它不是逆 Γ - 半群.

(4) S 是纯正Γ -半群, a ∈ S, a′ ∈ V δ
γ (a),则对 S 中的任一α -幂等元 e有 aγeαa′, aαeγa′

是 δ - 幂等元; a′δeαa, a′αeδa 是 γ - 幂等元.

3 同态, 同余

定义 3.1 在文献 [5] 中, Seth 对 Γ - 半群之间的同态同构是这样定义的: 设 S 是

Γ - 半群, S1 是 Γ1 - 半群, 所谓从 S 到 S1 的同态指的是这样的映射对 (f1, f2), 其中
f1 : S −→ S1, f2 : Γ −→ Γ1, 满足 ∀a, b ∈ S, α ∈ Γ 有 (aαb)f1 = (af1)(αf2)(bf1). 进而, 若
f1, f2 是单 (满, 双) 射, 则称 (f1, f2) 是 (S, Γ) 到 (S1,Γ1) 的单同态 (满同态, 同构).
我们发现, 这样定义的同态同构对 Γ - 半群的特殊性有所忽略．　例如 A. Seth 本人在该

文献中为建立完全 0 - 单 Γ - 半群的 Rees 结构定理 –“Γ - 半群 S 完全 0 - 单的充要条件是
S 同构于一个有零元的群上的正则 Rees 矩阵半群”(这是该文的中心结论) 而证明其定理 3.4
和 3.5 时, 并未能证明其定义的 Γ 集间的映射 ψ 是双射. 事实上, 他也不可能证明该 ψ 是双

射. 见下例.
例 3.2 设 S 为通常矩形带添加 0作为零元所得的完全 0 -单半群,其二元运算记为 ·; 设

S′ 是与其同构的半群, 其运算记作 ◦. 令 Γ = {α, β, γ} 而 Γ1 = {ξ, η}. 对任意 ζ ∈ Γ, ζ ′ ∈ Γ1

和 a, b ∈ S, a′, b′ ∈ S1, 定义 aζb = a · b, a′ζ ′b′ = a′ ◦ b′, 显然 (S, Γ) 是 Γ - 半群, 本质上就是
是矩形带 (S, ·) 自身; 同理, (S′,Γ1) 是 Γ1 - 半群, 本质上就是矩形带 (S′, ◦). 因而 (S, Γ) 应当
是与 (S′,Γ1) 同构的. 但是由于不可能存在从 Γ 到 Γ1 上的双射, 按 Seth 的定义它们不可能
同构.
不难知道, 上述例子中同构的 S 和 S′ 也可以是任意同构的半群. 为了弥补这种不协调,

需要修正 Γ - 半群同态同构的定义. 为此对 Γ - 半群 S 的运算集 Γ 引进关系 θΓ 如下:

(∀α, β ∈ Γ)α θΓ β ⇔ (∀a, b ∈ S)aαb = aβb.

显然 θΓ 是 Γ 上一个等价关系. 记 Γ/θ = Γ = {α |α ∈ Γ}. 易知, S 的运算自然诱导出三元

运算 S × Γ × S −→ S, (a, α, b) = aαb = aαb, 在此运算下, S 成为一个 Γ - 半群, 而映射对
(1S , θ\

Γ) 尽管在 Γ 与 Γ 之间不是双射, 但本质上却反映了两者之间是同构的. 因此我们把 Γ
半群 S 称为 S 的本质同构像. 容易明白, 若 θΓ = Γ× Γ, 则 S 本质同构于一个普通半群.
引理 3.3 设 S 为 Γ - 半群, 若有 α ∈ Γ 使得当视 α 为 S 上的二元运算时, S 是一个矩

形带, 那么, S 本质同构于一个矩形带.
证 对任意 a, b ∈ S 和任意 β ∈ Γ, 由于二元运算 α 使 S 成为矩形带, 有

aβbβa = (aαbαa)βbβ(aαbαa) = aα(bαaβbβaαb)αa = a.

进而

aαb = (aβbβa)α(bβaβb) = [aβ(bβaαb)βa]βb = aβb.
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这就得到 θΓ = Γ× Γ, 故 S 本质同构于矩形带.
定义 3.4 在 Γ 上定义二元关系 θΓ : ∀a, b ∈ S, α, β ∈ Γ, α θΓ β ⇐⇒ aαb = aβb. 称 (S, Γ)

到 (S1,Γ1) 的同态 (f1, f2) 是同构, 若 f1 是双射且 Γ/θΓ 与 Γ1/θΓ1 之间存在双射.
定理 3.5 设 S 为正则 Γ - 半群, T 是 Γ - 半群, 映射对 φ = (f1, f2) 是 S 到 T 的同态,

其中 f1 : S −→ T, f2 : Γ −→ Γ1 且 f2 为恒等映射, 则 Sφ 正则, 且如果 e 是 T 的 α 幂等元,
则存在 S 的 α 幂等元 f , 使得 e = ff1.
证 ∀t ∈ Sφ ⊆ T , 存在 s ∈ S 使得 t = sf1. 设 s′ ∈ V µ

ν (S), µ, ν ∈ Γ,

(sf1)(νf2)(s′f1)(µf2)(sf1) = (sνs′µs)f1 = sf1,

(s′f1)(µf2)(sf1)(νf2)(s′f1) = (s′µsνs′)f1 = s′f1.

所以 s′f1 是 sf2 = t 的逆, T 正则, 设 a ∈ S, af1 = e, b ∈ V γ
β (aαa), α, β, γ ∈ Γ.

(1) (aαa)βbγ(aαa) = aαa, bγ(aαa)βb = b. 又 f = aβbγa,

fαf = (aβbγa)α(aβbγa) = aβbγ(aαa)βbγa = aβbγa = f.

所以 f 是 α 幂等元.
(2)

ff1 = (aβbγa)f1 = af1βf2bf1γf2af1 = (af1)α(af1)βf2bf1γf2(af1)α(af1)

= af1αf2af1βf2bf1γf2af1αf2af1 = (aαaβbγaαa)f1,

又因为 (aαa)βbγ(aαa) = aαa, 所以 ff1 = (aαa)f1 = af1αf2af1 = eαe = e.

引理 3.6 设 S 是逆 Γ - 半群, T 为 Γ - 半群, (f1, f2) 是 (S, Γ) 到 (T, Γ) 的满同态, 且 f2

是恒等映射, 则 T 是逆 Γ - 半群.
定义 3.7 [10] Γ - 半群M 上的等价关系 ρ 称为左同余, 若: ∀a, b, c ∈ S, α ∈ Γ, (a, b) ∈ ρ

有 (cαa, cαb) ∈ ρ.ρ 称为右同余, 若 ∀a, b, c ∈ S, α ∈ Γ, (a, b) ∈ ρ 有 (aαc, bαc) ∈ ρ. 若 ρ 既是

左同余, 又是右同余, 则称 ρ 为 S 上的同余.
定理 3.8 设 ρ 是逆 Γ - 半群 S 上的同余, 若 ∀a, b ∈ S, α, β ∈ Γ, a′ ∈ V β

α (a), b′ ∈
V β

α (b), (a, b) ∈ ρ, 有 (a′, b′) ∈ ρ.
证 对 S/ρ,∀α ∈ Γ, 定义 (aρ)α(bρ) = (aαb)ρ, 则有 S/ρ 也是一个 Γ - 半群.
由引理 3.6 ( 令 f1 : S −→ S/ρ, [a −→ aρ], f2 : Γ −→ Γ[a −→ a]) 知道 S/ρ 是逆 Γ 半群.

∀a, b ∈ S, a′ ∈ V β
α (a), b′ ∈ V β

α (b),

(a′ρ)(βf2)(aρ)(αf2)(a′ρ) = (a′ρ)β(aρ)α(a′ρ) = (a′βaαa′)ρ = a′ρ,

(aρ)(αf2)(a′ρ)(βf2)(aρ) = (aρ)α(a′ρ)β(aρ) = (aαa′βa)ρ = aρ,

所以 a′ρ ∈ V β
α (aρ). 又因为 S/ρ 是逆 Γ - 半群, 故 | V β

α (aρ) |= 1 从而, a′ρ 是 aρ 的 (α, β) 逆.
记为 (aρ)−1 = a′ρ, 若 (a, b) ∈ ρ =⇒ a′ρ = (aρ)−1 = (bρ)−1 = b′ρ =⇒ (a′, b′) ∈ ρ.
注 由引理 3.3 我们知道若有 α ∈ Γ 使得当视 α 为 S 上的二元运算时, S 是一个矩形带,

则 ∀β ∈ Γ, S 是矩形带. 这实际上就是下面提到的 Γ - 矩形带.

4 相关半群
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Sen 在文献 [1] 中证明了若 Γ - 半群 S 有一个相关半群是群, 则其它的相关半群也是群.
杨国为在文献 [18] 中又证明了若 Γ - 半群 S 有一个相关半群是 (完全) 单半群, 则其它的相
关半群也是 (完全) 单半群. 这说明 Γ - 半群的整体结合律在一定程度上影响着 Γ - 半群的相
关半群之间的关系, Γ - 半群的性质与它的相关半群之间也有着密切的联系.
定义 4.1 设 S 是 Γ - 半群, ∀α ∈ Γ 定义乘法 ◦ 为 a ◦ b = aαb, 则 (S, ◦) 是半群, 记为 Sα.

称 Sα 为 S 的相关半群.
引理 4.2 设 S 是 Γ - 半群, 若 ∃α ∈ Γ, 使得相关半群 Sα 是群, 则 ∀β ∈ Γ, Sβ 是群且

Sα ' Sβ.
证 引理的前一部分在文献 [1] 中已经证明了. 下面我们只证明后一部分.
设 Sα 的单位元是 eα, Sβ 的单位元是 eβ. 令 ϕ : Sα −→ Sβ(a −→ aαeβ), 令 ψ : Sβ −→

Sα(b −→ bβeα), 因为

aϕψ = (aαeβ)βeα = aα(eββeα) = aαeα = a,

bψϕ = (bβeα)αeβ = bβ(eααeβ) = bβeβ = b,

又因为

(a1αa2)ϕ = (a1αa2)αeβ = a1α(eββa2)αeβ = (a1αeβ)β(a2αeβ) = (a1ϕ)β(a2ϕ),

从而有 Sα ' Sβ.
定义 4.3 设 S 是 Γ - 半群, 若 ∀α ∈ Γ, Sα 是群 (矩形带. 半格), 则称 S 是 Γ - 群 (矩形

带. 半格).
注 设 S 是 Γ - 半群, 若 ∃α ∈ Γ, 使得相关半群 Sα 是矩形带, 则 ∀β ∈ Γ, 由于

∀a, b ∈ S, aβbβa = (aαbαa)βbβ(aαbαa) = aα(bαaβbβaαb)αa = a. 所以 Sβ 是矩形带且

aαb = aβb. 由此也知道不存在真正的不是矩形带的 Γ - 矩形带, 但却存在不是群的 Γ - 群.
例 4.4 设 S = Γ 是自然数集, ∀a, b ∈ S, α ∈ Γ 规定: aαb 为取 a, α, b 的最小公倍数.

∀a ∈ S1, a = a1a1a, 所以 S1 正则, 但 Sn(n ≥ 2) 却不正则, 因为 1 ∈ Sn 不正则. 此例说明若
∃α ∈ Γ, 使得相关半群 Sα 是正则的, 但并非 ∀β ∈ Γ, Sβ 是正则的.
例 4.5 S = {0, 1},Γ = {α, β} 定义运算为: 0α0 = 0, 0α1 = 0, 1α0 = 0, 1α1 = 1, 0β0 =

0, 0β1 = 0, 1β0 = 0, 1β1 = 0.S 是 Γ - 半群. 因为 0α0 = 0, 1α1 = 1, 所以 0, 1 ∈ E(S). 又因
为 0α1 = 0 = 1α0. 故 Sα 是半格. 但 0β0 6= 0, 故 Sβ 不是半格. 此例说明若 ∃α ∈ Γ, 使得相
关半群 Sα 是半格, 但并非 ∀β ∈ Γ, Sβ 是半格.
注 此二例说明并非一个相关半群具有什么性质就一定有其它相关半群也具有什么性

质.

5 Γ - 半群夹心集的定义, 性质

半群和 Γ - 半群在性质上的区别在其它方面也有体现. 我们知道, 夹心集是印度数学家
Nambooripad 在创立正则双序集理论时引入的一个基本概念, 在研究正则半群的性质和结构
中有广泛的应用. 国内学者刘国新. 盛德成在“正则 Γ - 半群上的纯正同余”一文中把一般半
群夹心集的概念推广到正则 Γ - 半群的幂等元上, 我们在下文中将这个概念推广到 Γ - 半群
的任意元素上, 并给出了 Γ - 半群中夹心集的基本性质和结构, 这为以后进一步研究 Γ - 半群
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提供了一个有用的工具. 我们不但得到了与一般半群中夹心集相同的许多性质, 如夹心集与
Green 等价类的关系, 夹心集在刻画乘积正则性和逆元素上的作用以及对每个 η ∈ Γ, η - 夹
心集 Sη(a, b) 也是矩形带等, 且用例子证明了夹心集 S(a, b) 一般不再是矩形带.
定义 5.1 设 S 是 Γ - 半群, ∀η ∈ Γ, 若 Eη(S) 6= ∅,∀a, b ∈ S, 称下述集合为 (a, b) 的 η -

夹心集:
Sη(a, b) = {h ∈ Eη(S)|Lh ≤ La, Rh ≤ Rb, aηhηb = aηb}.

更进一步, 定义 (a, b) 的夹心集合为

S(a, b) = {h | (∃η ∈ Γ)h ∈ Eη(S), Lh ≤ La, Rh ≤ Rb, aηhηb = aηb} =
⋃
η∈Γ

Sη(a, b).

定理 5.2 设 S 是 Γ - 半群, ∀η ∈ Γ,∀a, b ∈ S, Sη(a, b) 6= ∅ ⇐⇒ aηb ∈ RegS.

证 =⇒ 若 hηh = h ∈ Sη(a, b) 则 Lh ≤ La, Rh ≤ Rb, aηhηb = aηb, 因为 Lh ≤
La, Rh ≤ Rb, (h = hηh, h = a, 则 h = hηa, h = b, h = bηh), 所以 ∃u, v ∈ S, α, β ∈ Γ, 使得
h = uαa = bβv. 因为

aηb = aηhηb = aηhηhηb = aηbβvηuαaηb = (aηb)β(vηu)α(aηb) ∈ (aηb)ΓSΓ(aηb).

由正则元的定义知道 aηb 正则, 即 aηb ∈ RegS.
⇐= 若 aηb ∈ RegS,设 v ∈ V β

α (aηb). 记 h = bαvβa,则 hηh = bαvβaηbαvβa = bαvβa =
h,所以 h ∈ Eη(S),又因为 h = bαvβa,所以 Lh ≤ La, Rh ≤ Rb,且 aηhηb = (aηb)αvβ(aηb) =
aηb. 故 h ∈ Sη(a, b), 从而 Sη(a, b) 6= ∅.
定理 5.3 设 S 是 Γ - 半群, ∀η ∈ Γ,∀a, b, a′, b′ ∈ S, 若 aLa′, bRb′. 则

Sη(a, b) = Sη(a′, b′).

证 ∀h ∈ Sη(a, b), 则 Lh ≤ La = La′ , Rh ≤ Rb = Rb′ , aηhηb = aηb. 因为 aLa′, 故 a = a′

或 ∃u ∈ S, α ∈ Γ, 使得 a′ = uαa, 又因为 bRb′, 故 b = b′ 或 ∃v ∈ S, β ∈ Γ, 使得 b′ = bβv,
(1) 当 a′ = a, b′ = b 时, a′ηhηb′ = aηhηb = aηb = a′ηb′.
(2) 当 a′ = a, b′ = bβv 时, a′ηhηb′ = aηhηbβv = aηbβv = a′ηb′.
(3) 当 a′ = uαa, b′ = b 时, a′ηhηb′ = uαaηhηb = uαaηb = a′ηb′.
(4) 当 a′ = uαa, b′ = bβv 时, a′ηhηb′ = uαaηhηbβv = uαaηbβv = a′ηb′, 从而 h ∈

Sη(a′, b′), 即有 Sη(a, b) ⊆ Sη(a′, b′).
同理可证 Sη(a, b) ⊇ Sη(a′, b′), 得 Sη(a, b) = Sη(a′, b′).

6 Γ - 半群夹心集的构造

定理 6.1 设 S 是 Γ - 半群, ∀α, β, η ∈ Γ,∀a, b ∈ S, 则

Sη(a, b) =
⋃

α,β∈Γ

{h = bαvβa|v ∈ V β
α (aηb)} =

⋃
α,β∈Γ

bαV β
α (aηb)βa.

从而 S(a, b) =
⋃

η∈Γ

⋃
α,β∈Γ

bαV β
α (aηb)βa.
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证 在证明定理 5.2 时可以知道 Sη(a, b) ⊇ ⋃
α,β∈Γ

bαV β
α (aηb)βa.

下面证明反包含关系: ∀h ∈ Sη(a, b), 有 Lh ≤ La, Rh ≤ Rb, aηhηb = aηb, hηh = h (当
h = a 时, h = hηh = hηa; 当 h = b 时, h = hηh = bηh). ∃u, v ∈ S, α, β ∈ Γ, 使得
h = uβa = bαv, aηb = aηhηb = aηhηhηb = aηbαvηuβaηb. 令

x = vηuβaηbαvηu, bαxβa = bαvηuβaηbαvηuβa = hηhηhηh = h,

xβaηbαx = vηuβaηbαvηuβaηbαvηuβaηbαvηu

= vηuβ(aηbαvηuβaηb)αvηuβaηbαvηu

= vηuβaηbαvηuβaηbαvηu = vηuβ(aηbαvηuβaηb)αvηu

= vηuβaηbαvηu = x,

aηbαxβaηb = aηbαvηuβaηbαvηuβaηb

= (aηbαvηuβaηb)αvηuβaηb

= aηbαvηuβaηb = aηb.

所以 x ∈ V β
α (aηb). 故 ∀h ∈ Sη(a, b), 有 h = bαxβa ∈ ⋃

α,β∈Γ

bαV β
α (aηb)βa. 所以反包含关系成

立. 故
Sη(a, b) =

⋃
α,β∈Γ

{h = bαvβa|v ∈ V β
α (aηb)} =

⋃
α,β∈Γ

bαV β
α (aηb)βa.

从而

S(a, b) =
⋃
η∈Γ

⋃
α,β∈Γ

bαV β
α (aηb)βa.

引理 6.2 [19] 设 S 是正则 Γ - 半群, a, b ∈ S, a′ ∈ V β
α (a), b′ ∈ V δ

γ (b), g ∈ Sη(a′βa, bγb′),
则 b′δgαa′ ∈ V β

γ (aηb).
定理 6.3 S 是 Γ -半群, ∀α, β, γ, δ, η ∈ Γ,∀a, b ∈ RegS, 若 V δ

γ (b) 6= ∅, V β
α (a) 6= ∅时, 有

V β
γ (aηb) 6= ∅,

则 ⋃
α,β,γ,δ∈Γ

V δ
γ (b)δSη(a, b)αV β

α (a) ⊆ V β
γ (aηb).

证 b′ ∈ V δ
γ (b), a′ ∈ V β

α (a), h ∈ Sη(a, b), 令 c = b′δhαa′, h = bγuβa, 其中 u ∈ V β
γ (aηb),

则

c = b′δbγuβaαa′,

cβaηbγc = b′δbγuβaαa′βaηbγb′δbγuβaαa′

= b′δbγuβaηbγuβaαa′ = b′δbγuβaαa′ = c,

aηbγcβaηb = aηbγb′δbγuβaαa′βaηb = aηbγuβaηb = aηb.

所以 c ∈ V β
γ (aηb), 从而

⋃
α,β,γ,δ∈Γ

V δ
γ (b)δSη(a, b)αV β

α (a) ⊆ V β
γ (aηb).
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推论 6.4 设 S 是 Γ - 半群, ∀α, β, γ, δ, η ∈ Γ,∀a, b ∈ RegS, 若 V δ
γ (b) 6= ∅, V β

α (a) 6= ∅ 时,
有 V β

γ (aηb) 6= ∅, 则当 b ∈ V β
α (a) 且 α = η = δ 时, 有

⋃
α,β,γ,δ∈Γ

V δ
γ (b)δSη(a, b)αV β

α (a) = V β
γ (aηb),

即 ⋃
α,β,γ,δ∈Γ

V η
γ (b)ηSη(a, b)ηV β

η (a) = V β
γ (aηb).

证 令 x ∈ V β
γ (aηb), 有 xβaηbγx = x, aηbγxβaηb = aηb. 又设 y ∈ V β

γ (aηb), 则

x = xβaηbγx = xβ(aηbγyβaηb)γx = (xβa)η(bγyβa)η(bγx),

因为 x = xβaηbγx, 所以 xβa = xβaηbγxβa = (xβa)ηbγ(xβa). 又因为

bγ(xβa)ηb = (bβaαb)γ(xβa)ηb = bβ(aαbγxβaηb) = bβaηb = bβaαb = b,

所以 xβa ∈ V η
γ (b). 又由

(bγx)βaη(bγx) = bγ(xβaηbγx) = bγx, aη(bγx)βa = aηbγxβ(aαbβa)

= (aηbγxβaαb)βa = aηbβa = a.

所以 bγx ∈ V β
η (a). 由定理 6.1 可以知道 bγyβa ∈ Sη(a, b), 所以由 α = η = δ 知道

x ∈
⋃

α,β,γ,δ∈Γ

V δ
γ (b)δSη(a, b)αV β

α (a).

故而 ⋃
α,β,γ,δ∈Γ

V δ
γ (b)δSη(a, b)αV β

α (a) ⊇ V β
γ (aηb),

又由上面定理可知 ⋃
α,β,γ,δ∈Γ

V δ
γ (b)δSη(a, b)αV β

α (a) = V β
γ (aηb).

即 ⋃
α,β,γ,δ∈Γ

V η
γ (b)ηSη(a, b)ηV β

η (a) = V β
γ (aηb).

定理 6.5 设 S 是 Γ - 半群, η ∈ Γ,∀a, b ∈ S, 若 Sη(a, b) 6= ∅, 则 Sη(a, b) 关于相关半群
Sη 的乘法 a ◦ b = aηb 成为相关半群 Sη 的子半群且是矩形带.
证 设 ∀g, h ∈ Sη(a, b),则 g, h ∈ Eη(S)且Lg ≤ La, Rg ≤ Rb, Lh ≤ La, Rh ≤ Rb, aηgηb =

aηb = aηhηb, 由定理 6.1 知

∃x ∈ V β
α (aηb),∃y ∈ V β′

α′ (aηb),
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使得 g = bαxβa, h = bα′yβ′a,

g ◦ h ◦ g = gηhηg = bαxβaηbα′yβ′aηbαxβa

= bαxβ(aηbα′yβ′aηb)αxβa

= bαxβaηbαxβa = gηg = g.

因为 g ◦ h ◦ g = g, 所以 g ◦ h ◦ g ◦ h = g ◦ h. 故 g ◦ h ∈ E(Sη). 令

z = xβaηbα′y = xβa ◦ bα′y, g ◦ h = bαxβaηbα′yβ′a = bαzβ′a.

又因为

zβ′aηbαz = xβ′aηbα′yβ′aηbαxβaηbα′y

= xβ′(aηbα′yβ′aηb)αxβaηbα′y

= xβ′aηbαxβaηbα′y = xβ′aηbα′y = z,

aηbαzβ′aηb = aηbαxβaηbα′yβ′aηb = aηbα′yβ′aηb = aηb,

所以 z ∈ V β′
α (aηb). 故而由

g ◦ h = bαzβ′a ∈
⋃

α,β∈Γ

bαV β
α (aηb)βa = Sη(a, b)

知 (Sη(a, b), ◦) 是 Sη 的一个子半群且是矩形带. 特别地, η ∈ Γ, e ∈ Eα(S), f ∈ Eβ(S), 则
(Sη(e, f), ◦) 是相关半群 Sη 的一个子半群且 (Sη(e, f), ◦) 是矩形带.

例 6.6 S = {0, 1},Γ = {α, β} 定义运算为
α 0 1
0 0 0
1 0 1

和

β 0 1
0 0 0
1 0 0

.

显然 0, 1 ∈ Eα(S), 0 ∈ Eβ(S), 我们可以得到 Sα(1, 1) = {1}, Sβ(1, 1) = {0}, S = S(a, b), 从
而可以知道夹心集 S(a, b) 不是 Γ - 矩形带.
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THE PROPERTIES OF γ-SEMIGROUP DIFFERENT FROM

SEMIGROUP

LI Qing1, YU Bing-jun2

(1.College of Mathematics Science, Chongqing Normal university, Chongqing 400047, China)
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Abstract: In this paper, some properties of the Γ-semigroup are studied. We obtain some

results about Γ-semigroup by using methods analogous with semigroup. At the same time, We

also take into account the special nature of Γ-semigroup. These results are the generalization of

properties in semigroup. In particular, we study the sandwich of Γ-semigroup.
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