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摘要: 本文研究了一般状态空间跳过程的 ϕ - 不可约性. 利用与马氏链类似的方法, 得到了最

大不可约测度及其性质, 推广了离散时间一般状态空间马氏链的结果, 作为应用, 给出了 C ∈ E+ 的充

分条件. 最后, 证明了跳过程、骨架链、跳跃链和预解链的 ϕ - 不可约是等价的.
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1 引言与主要结果

设 (E, E) 是波兰空间, E 是 E 上的 Borel σ 代数. 令 R+ := [0,∞), Z+ := {0, 1, 2, · · · },
如果没有特别说明, 本文总是设 q 对 (q(x), q(x,A)) 是正则的 (全稳、保守且 q 过程唯一), 且
q(x) > 0, 所对应的跳过程 X = {Xt : t ∈ R+} 是完全可分、轨道右连续且具有强马氏性, 转
移概率函数为 {P (t, x, A) : t ∈ R+, x ∈ E, A ∈ E} (相应半群是 {P t}). 我们对具有相同转移
概率函数的跳过程不加区分, 所以也称 P (t, x, A) 是跳过程.
设 P = {Pij : i, j ∈ G} 是可数集 G 上的转移阵, {Yn : n ∈ Z+} 是以 P 为转移概率的

马氏链, 若 ∀i, j ∈ G, 有 i ↔ j (即存在 n > 0,m > 0 满足 P n
ij > 0, P m

ji > 0), 则称马氏链
{Yn : n ∈ Z+} 是不可约的. 对于不可约马氏链 {Yn : n ∈ Z+}, 从任一个状态 i 出发经过有限

时间能够到达任一个状态 j. 设 {Xn : n ∈ Z+} 是一般状态空间 (E, E) 上的马氏链, ∀A ∈ E ,
令 γA := inf{n ≥ 1, Xn ∈ A}. 对于一般状态空间马氏链, 不能定义与“↔”类似的概念, 因此
在文 [1] 中, 给出了一般状态空间马氏链 ϕ - 不可约性的定义 (即存在 E 上的 σ - 有限测度 ϕ,
当 ϕ(A) > 0 时, 对 ∀x ∈ E, 有 Px(γA < ∞) > 0). 一般状态空间马氏链的不可约性, 从直观
上讲就是, 任一个状态到达“比较大的集合”的概率都是正的.
设 νG 是可数集 G 上的计数测度, 则 G 上的不可约马氏链 {Yn : n ∈ Z+} 是 νG - 不可约

的. 事实上, 对任意的非空子集 B ⊂ G, 都有 νG(B) > 0, 由可数状态空间马氏链不可约的定

义可知, 对 ∀i ∈ G, 都有 Pi(γB < ∞) > 0.
本文主要研究一般状态空间跳过程的 ϕ - 不可约性, 得到与离散时间一般状态空间马氏

链类似的结果. 我们先给出一些记号, 令 J0 :≡ 0,

Jn := inf{t > Jn−1, Xt 6= XJn−1}, n ≥ 1,
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Jn 表示跳过程 X = {Xt : t ∈ R+} 第 n 次跳跃时刻. 对任一个可测集 A, 令

σA := inf{t ≥ 0, Xt ∈ A}, τA := inf{t ≥ J1, Xt ∈ A}, ηA :=
∫ ∞

0

I{Xt∈A}dt.

定义 1.1 称跳过程 X = {Xt, t ∈ R+} 是 ϕ - 不可约的, 若存在 E 上的 σ - 有限测度 ϕ,

满足当 ϕ(A) > 0 时, 有 Px(τA < ∞) > 0, ∀x ∈ E.

本文的主要结果是

定理 1.2 设跳过程 X = {Xt : t ∈ R+} 是 ν - 不可约的, 令

ψ(A) :=
∫

E

ν(dx)
∫ ∞

0

P (t, x, A)e−tdt, (1.1)

则

(1) 跳过程 X = {Xt : t ∈ R+} 是 ψ - 不可约的.
(2) 对任意其它测度 ϕ, 跳过程X = {Xt : t ∈ R+} 是 ϕ - 不可约的⇔ ϕ ¿ ψ (ϕ 关于 ψ

绝对连续).
(3) 若 ψ(A) = 0, 则 ψ{x ∈ E : Px(τA < ∞) > 0} = 0.

注 1.3 不妨假设 ν 是概率测度, 则上面定义的 ψ 也是概率测度. 满足定理 1.2 中条件
(1) 和 (2) 的概率测度称为最大不可约测度. 以后我们假设 ψ 是最大不可约概率测度, 跳过
程 X = {Xt : t ∈ R+} 是 ψ - 不可约的. 从条件 (2) 可知, 最大不可约概率测度是等价的. 令
E+ := {A ∈ E : ψ(A) > 0}, 则 E+ 是唯一的.
定理 1.4 若集合 C ∈ E 且 sup

x∈C
Ex[τC ] < ∞, 则 C ∈ E+.

注 1.5 离散时间马氏链也有类似的结论, 见文献 [1] 的命题 4.2.2 和命题 8.3.1.

2 预备知识

我们首先给出一些定义和记号, 定义 σ - 代数流 Ft := σ(Xs, s ≤ t), t ≥ 0,F∞ :=
σ(Xs, s ≥ 0),设 τ 是相对于 {Ft}的停时, τ 以前的 σ -代数定义为 Fτ := {Λ ∈ F∞ : Λ∩{ω :
τ(ω) ≤ t} ∈ Ft,∀t ∈ R+}. 用 rE+ 表示 E 上的非负实值 E - 可测函数的集合, L+ 和 L+ 分别

表示 E 上的有限和 σ - 有限测度的集合. ∀f ∈ rE+ 及 µ ∈ L+,

P tf(x) :=
∫

E

P (t, x, dy)f(y), µP t(A) :=
∫

E

µ(dx)P (t, x, A), x ∈ E, A ∈ E .

定义 2.1 [2] 称 {P (t, x, A) : t ∈ R+, x ∈ E, A ∈ E} 是跳过程的转移函数, 若下面的条件
成立

(1) ∀t ∈ R+, A ∈ E , P (t, ·, A) ∈ rE+;
(2) ∀t ∈ R+, x ∈ E, P (t, x, ·) ∈ L+, 且 P (t, x, E) ≤ 1;
(3) (C −K方程) ∀t, s ∈ R+, x ∈ E, A ∈ E , 有

P (t + s, x, A) =
∫

E

P (t, x, dy)P (s, y, A);

(4) (连续性条件) ∀x ∈ E, A ∈ E , 有

lim
t→0

P (t, x, A) = P (0, x, A) = δ(x,A),
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其中 δ(x,A) 表示集合 A 的示性函数, 也记为 IA(x).
引理 2.2 [2] 令R :={A ∈ E : lim

t→0
sup
x∈A

[1− P (t, x, {x})] = 0}, 则有
(1) ∀x ∈ E, 极限

q(x) := lim
t→0

1− P (t, x, {x})
t

= sup
t>0

1− P (t, x, {x})
t

存在且 q(·) ∈ rE+.
(2) ∀x /∈ A ∈ R, 极限

q(x,A) := lim
t→0

P (t, x, A)
t

存在, 且 q(x,A) ≤ q(x).
(3) 定义 q(x,A) = q(x,A\{x}), x ∈ E, A ∈ R, 则对每个 x, q(x, ·) 是 R 上的有限测度，

且对每个 A ∈ R, q(·, A) ∈ rE+.

引理 2.3 [2] 假设存在 {En}∞n=1 ⊂ R, 满足
∞⋃

n=1

En = E, 则对每个 x ∈ E, q(x, ·) 能够唯一
延拓到 E , 而且对每个 A ∈ E , q(·, A) ∈ rE+.
由引理 2.2 和引理 2.3, 我们引入下面的定义.
定义 2.4 [2] 称 (q(x), q(x,A))(x ∈ E, A ∈ E) 是一个 q 对, 若
(1) ∀x ∈ E, q(x, ·) 是 E 上的一个测度, q(x, {x}) = 0, q(x,E) ≤ q(x);
(2) ∀A ∈ E , q(·) 和 q(·, A) 是 E - 可测函数.
若 ∀x ∈ E,都有q(x) < ∞, 则称 q 对是全稳的. 若 ∀x ∈ E,都有q(x) = q(x,E), 则称 q 对

是保守的.
定义 2.5 [2] 称跳过程 {P (t, x, A) : t ∈ R+, x ∈ E, A ∈ E} 是带有 q 对 (q(x), q(x,A)) 的

q 过程, 若 ∀x ∈ E, A ∈ R, 有

lim
t→0

P (t, x, A)− δ(x,A)
t

= q(x,A)− q(x)δ(x,A).

引理 2.6 [2] 对于一个给定的 q 对, 则向后方程

P (t, x, A) =
∫ t

0

e−q(x)(t−s)

∫
q(x, dy)P (s, y, A)ds + δ(x,A)e−q(x)t

的最小解 Pmin(t, x, A) 是一个 q 过程, 而且对任意的 q 过程 P (t, x, A), 都有

P (t, x, A) ≥ Pmin(t, x, A), t ≥ 0, x ∈ E, A ∈ E .

引理 2.7 [2] 设 P (t, x, A) 是 (E, E) 上的跳过程, 则 ∀x ∈ E, A ∈ E , 有 P (·, x, A) = 0 或
者 P (·, x, A) > 0.
记

Π(x, dy) :=
q(x, dy)

q(x)
,

则 Π(x, dy) 是一个概率核, 它确定的离散时间马氏链称为嵌入过程 (或跳跃链). 令

Π0 = I, Πn+1 = ΠΠn.
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引理 2.8 [2] 设 (q(x), q(x,A)) 是保守 q 对, 则

∫ ∞

0

Pmin(t, x, A)dt =
∞∑

n=0

∫

A

Πn(x, dy)
1

q(y)
, x ∈ E, A ∈ E ,

其中 Pmin(t, x, A) 是 (q(x), q(x,A)) 确定的最小 q 过程.
定义 2.9 称集合 A ∈ E 是跳过程 X = {Xt : t ∈ R+} 的吸收集, 若 ∀x ∈ A, 都有

P (t, x, A) = 1, ∀t ∈ R+.

引理 2.10 若集合 A 是跳跃链的吸收集, 则 A 也是跳过程的吸收集.
证 设集合 A 是跳跃链的吸收集, 则 ∀x ∈ A, 有 Π(x,A) = q(x,A)

q(x)
= 1. 由 q 对是保守的,

所以 Π(x,Ac) = q(x,Ac)
q(x)

= 0. 对 ∀x ∈ A, 有

∫

Ac

Π0(x, dy)
1

q(y)
= 0,

∫

Ac

Π(x, dy)
1

q(y)
= 0,

∫

Ac

Π2(x, dy)
1

q(y)
=

∫

Ac

∫

E

Π(x, dz)Π(z, dy)
1

q(y)
=

∫

Ac

∫

A

Π(x, dz)Π(z, dy)
1

q(y)

=
∫

A

Π(x, dz)
∫

Ac

Π(z, dy)
1

q(y)
= 0.

可以归纳地证明, ∀x ∈ A, n ∈ Z+, 都有

∫

Ac

Πn(x, dy)
1

q(y)
= 0.

由引理 2.8, ∀x ∈ A, 有

∫ ∞

0

P (t, x, Ac)dt =
∞∑

n=0

∫

Ac

Πn(x, dy)
1

q(y)
= 0.

由引理 2.7, ∀x ∈ A, 有 P (t, x, Ac) = 0,∀t ∈ R+, 即 P (t, x, A) = 1,∀t ∈ R+, 所以 A 是跳过

程 {Xt : t ∈ R+} 的吸收集. 引理证毕.
引理 2.11 [1] 下列条件等价:
(1) 马氏链 {Xn, n ∈ Z+} 是 ϕ - 不可约的.

(2) 当 ϕ(A) > 0 时, ∀x ∈ E,
∞∑

n=1

P n(x,A) > 0.

(3) 当 ϕ(A) > 0 时, ∀x ∈ E, ∃n, 使得 P n(x,A) > 0.

(4) 当 ϕ(A) > 0 时, ∀x ∈ E,
∞∑

n=0

P n(x,A)2−(n+1) > 0.

引理 2.12 对于正则 q 对确定的跳过程 X = {Xt, t ∈ R+}, 下列条件等价:
(1) 跳过程 X = {Xt, t ∈ R+} 是 ϕ - 不可约的.
(2) 当 ϕ(A) > 0 时, ∀x ∈ E, ∃ (等价地, ∀) t > 0, 有 P (t, x, A) > 0.

(3) 当 ϕ(A) > 0 时, ∀x ∈ E, 有

Ex[ηA] = Ex[
∫ ∞

0

I{Xt∈A}dt] =
∫ ∞

0

P (t, x, A)dt > 0.
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(4) 当 ϕ(A) > 0 时, ∀x ∈ E, 有

∫ ∞

0

P (t, x, A)e−tdt > 0.

证 类似于文 [1] 中的命题 4.2.1 可证.

3 主要结果的证明

定理 1.2 的证明 (1) 设 ψ(A) > 0, 分两种情况进行讨论.
若 ν(A) > 0, 由 {Xt : t ∈ R+} 是 ν - 不可约的, 有

Ex[ηA] > 0, ∀x ∈ E. (3.1)

若 ν(A) = 0, 令 B := {x ∈ E : Ex[ηA] > 0}. 此时

ψ(A) =
∫

Ac

ν(dx)
∫ ∞

0

P (t, x, A)e−tdt > 0.

等价地有 ∫

Ac

ν(dx)
∫ ∞

0

P (t, x, A)dt =
∫

Ac

ν(dx)Ex[ηA] > 0.

所以 ν(B) > 0. 由 {Xt : t ∈ R+} 是 ν - 不可约的, 则 ∀x ∈ E, 都有Ex[ηB] > 0, 所以存在

t > 0, 使得 P (t, x, B) > 0.

由 C-K 方程, ∀x ∈ E, 有

Ex[ηA] =
∫ ∞

0

P (s, x, A)ds ≥
∫ ∞

0

P (s + t, x, A)ds ≥
∫ ∞

0

∫

B

P (t, x, dy)P (s, y, A)ds

≥
∫

B

P (t, x, dy)
∫ ∞

0

P (s, y, A)ds =
∫

B

P (t, x, dy)Ey[ηA] > 0. (3.2)

由 (3.1), (3.2) 式可知, 跳过程 {Xt : t ∈ R+} 是 ψ - 不可约的.
(2) ⇐ 设 ϕ(A) > 0, 由 ϕ ¿ ψ, 则 ψ(A) > 0. 由 {Xt : t ∈ R+} 是 ψ - 不可约的, 所以

对 ∀x ∈ E, 有 Ex[ηA] > 0. 因此 {Xt : t ∈ R+} 是 ϕ - 不可约的.
⇒ 设 {Xt : t ∈ R+} 是 ϕ - 不可约的. 若 ϕ(A) > 0, 则 ∀x ∈ E, 有 Ex[ηA] > 0, 即∫ ∞

0

P (t, x, A)dt > 0. 等价地有

∫ ∞

0

P (t, x, A)e−tdt > 0, ∀x ∈ E.

由 ν(E) > 0, 所以

ψ(A) =
∫

E

ν(dx)
∫ ∞

0

P (t, x, A)e−tdt > 0.

因此 ϕ ¿ ψ.
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(3) 令 D := {x ∈ E : Px(τA < ∞) > 0}, 用反证法, 假设 ψ(D) > 0. 由 C-K 方程及
ψ(A) = 0, ∀t ≥ 0, 有

∫

E

ψ(dy)P (t, y, A)e−t =
∫

E

∫

E

ν(dx)
∫ ∞

0

P (s, x, dy)e−sdsP (t, y, A)e−t

=
∫

E

ν(dx)
∫ ∞

0

P (s + t, x, A)e−(s+t)ds =
∫

E

ν(dx)
∫ ∞

t

P (u, x, A)e−udu

≤
∫

E

ν(dx)
∫ ∞

0

P (u, x, A)e−udu = ψ(A) = 0.

所以 ∫

E

ψ(dy)
∫ ∞

0

P (t, y, A)e−tdt = 0.

等价地有

Ey[ηA] =
∫ ∞

0

P (t, y, A)dt = 0 a.s. y[ψ].

令 N := {y ∈ E : Ey[ηA] > 0}, 则 ψ(N) = 0. 当 y ∈ Ac 时, 若 Ey[ηA] = 0, 则有 Py(τA <

∞) = 0. 由 ψ(D) > 0, ψ(N c) = 1, ψ(Ac) = 1 可知 ψ(D ∩N c ∩Ac) > 0. 取 y ∈ D ∩N c ∩Ac,

由上面的讨论可知, 有 Py(τA < ∞) > 0 和 Py(τA < ∞) = 0 同时成立, 这是矛盾的. 所以
ψ(D) = ψ{x ∈ E : Px(τA < ∞) > 0} = 0. 定理证毕.
为了证明定理 1.4, 我们给出下面的定义及命题.
定义 3.1 称集合 A ∈ E 是跳过程 X = {Xt : t ∈ R+} 的满集, 若 ψ(Ac) = 0.
命题 3.2 设跳过程 X = {Xt : t ∈ R+} 是 ψ - 不可约的, 则
(1) 每一个吸收集是满集;
(2) 每个满集包含一个满的吸收子集.
证 (1) 设 A 是跳过程X = {Xt : t ∈ R+} 的吸收集, 则 P (t, x, Ac) = 0, ∀t ∈ R+, x ∈ A.

反证法, 若 ψ(Ac) > 0, 由 X = {Xt : t ∈ R+} 是 ψ - 不可约的, 以及引理 2.12 可知

P (t, x, Ac) > 0, ∀t > 0, x ∈ E.

这与 P (t, x, Ac) = 0, ∀t ∈ R+, x ∈ A, 矛盾. 因此 ψ(Ac) = 0, 即 A 是满集.
(2) 设 A 是 X = {Xt : t ∈ R+} 的满集, 则 ψ(Ac) = 0. 令

B := {y ∈ E :
∫ ∞

0

P (t, y, Ac)dt = 0}.

则 B ⊂ A (这是因为若 y ∈ Ac, 则 P (0, y, Ac) = 1, 由 P (t, x, A) 关于 t 是连续的, 以及引理

2.7 可知 P (t, y, Ac) > 0, ∀t ∈ R+, 因此

∫ ∞

0

P (t, y, Ac)dt > 0, 所以 y ∈ Bc).

令 C := {y ∈ E : Py(τAc < ∞) = 0}, 下面证明 B = C.

若 y ∈ B, 由 B 的定义, 有
∫ ∞

0

P (t, y, Ac)dt = 0. 由 B ⊂ A 及引理 2.7 可知, ∀t ∈ R+,

有 P (t, y, Ac) = 0, 所以 Py(τAc = ∞) = 1, 即 y ∈ C. 因此 B ⊂ C.

若 y ∈ C, 由 C 的定义, 有 Py(τAc < ∞) = 0, 则 ∃t > 0, 使得 P (t, y, Ac) = 0. 由引理 2.7,

∀t > 0, 有 P (t, y, Ac) = 0, 所以

∫ ∞

0

P (t, x, Ac)dt = 0, 即 y ∈ B. 因此 C ⊂ B.
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由 ψ(Ac) = 0 及定理 1.2(3), 有 ψ{y : Py(τAc < ∞) > 0} = 0, 所以 ψ(C) = ψ{y :
Py(τAc < ∞) = 0} = 1. 由 B = C 可知, B 是一个满集.
下证 B 是一个吸收集. 反证法, 若 ∃x ∈ B, s > 0, 满足 P (s, x, Bc) > 0. 由 C-K 方程,

有

0 =
∫ ∞

0

P (t, x, Ac)dt ≥
∫ ∞

0

P (s + t, x, Ac)dt =
∫ ∞

0

∫

E

P (s, x, dy)P (t, y, Ac)dt

≥
∫

Bc

P (s, x, dy)
∫ ∞

0

P (t, y, Ac)dt,

由 B 的定义及 P (s, x, Bc) > 0 可知
∫

Bc

P (s, x, dy)
∫ ∞

0

P (t, y, Ac)dt > 0, 矛盾. 因此 ∀s ≥
0, x ∈ B, 有 P (s, x, Bc) = 0, 即 B 是一个吸收集.
定理 1.4 的证明 设 sup

x∈C
Ex[τC ] < ∞, 则 ∀x ∈ C, 都有 Px(τC < ∞) = 1. 令

C∞ := {x ∈ E : Px(τC < ∞) = 1},

则 C ⊂ C∞.

下面证明 C∞ 是跳过程的吸收集. 用 θ 表示通常的漂移算子, 注意到在 {J1 < ∞} 的条
件下, I{τA<∞} = I{J1+θJ1σA<∞} = I{θJ1σA<∞} = θJ1I{σA<∞}, 由强马氏性, 有

Px(τA < ∞) = Px(XJ1 ∈ A, τA < ∞) + Px(XJ1 ∈ Ac, τA < ∞)

= Px(XJ1 ∈ A, J1 = τA < ∞) + Ex[I{XJ1∈Ac}I{τA<∞}]

= Px(XJ1 ∈ A) + Ex[I{XJ1∈Ac}E[θJ1I{σA<∞}|FJ1 ]]

=
q(x,A)
q(x)

+ Ex[I{XJ1∈Ac}EXJ1
[I{σA<∞}]]

=
q(x,A)
q(x)

+
∫

Ac

q(x, dy)
q(x)

Py(τA < ∞). (3.3)

反证法, 假设 ∃x ∈ C∞, 使得 Π(x, (C∞)c) = q(x,(C∞)c)
q(x)

> 0, 由 (3.3) 式及 C ⊂ C∞, 有

1 = Px(τC < ∞) =
q(x,C)
q(x)

+
∫

Cc∩C∞

q(x, dy)
q(x)

Py(τC < ∞) +
∫

Cc∩(C∞)c

q(x, dy)
q(x)

Py(τC < ∞)

=
q(x,C)
q(x)

+
q(x,Cc ∩ C∞)

q(x)
+

∫

(C∞)c

q(x, dy)
q(x)

Py(τC < ∞)

<
q(x,C)
q(x)

+
q(x,Cc ∩ C∞)

q(x)
+

q(x, (C∞)c)
q(x)

= 1,

矛盾, 所以 ∀x ∈ C∞, 都有 q(x,(C∞)c)
q(x)

= 0, 即 Π(x,C∞) = q(x,C∞)
q(x)

= 1, 所以 C∞ 是跳跃链的

吸收集,由引理 2.10可知, C∞ 也是跳过程的吸收集,因此C∞ 是满集,即 ψ{x ∈ E : Px(τC <

∞) = 1} = 1. 由定理 1.2 (3) 可知 ψ(C) > 0, 即 C ∈ E+. 定理证毕.

4 跳过程, 跳跃链, 骨架链, 预解链的 ϕ - 不可约之间的关系
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下面几个命题讨论了跳过程、跳跃链、骨架链和预解链的 ϕ - 不可约的等价性.
命题 4.1 跳过程 P (t, x, A) 是 ϕ - 不可约的⇔ 跳跃链 Π(x,A) 是 ϕ - 不可约的.
证 ⇐ 设跳跃链 Π(x,A) 是 ϕ - 不可约的, 则当 ϕ(A) > 0 时, 存在 n, 使得 ∀x ∈ E, 都有

Πn(x,A) > 0. 由 q(x) < ∞, ∀x ∈ E, 有 1
q(x)

> 0, ∀x ∈ E, 因此

∫

A

Πn(x, dy)
1

q(y)
> 0. 由引

理 2.8, 有
∫ ∞

0

P (t, x, A)dt =
∞∑

k=0

∫

A

Πk(x, dy)
1

q(y)
≥

∫

A

Πn(x, dy)
1

q(y)
> 0.

所以跳过程 P (t, x, A) 是 ϕ - 不可约的.

⇒ 设跳过程P (t, x, A)是ϕ -不可约的,则当ϕ(A) > 0时, ∀x ∈ E,都有

∫ ∞

0

P (t, x, A)dt >

0. 由引理 2.8, 有
∞∑

k=0

∫

A

Πk(x, dy)
1

q(y)
=

∫ ∞

0

P (t, x, A)dt > 0.

所以 ∃n 使得 ∫

A

Πn(x, dy)
1

q(y)
> 0, ∀x ∈ E.

因此 Πn(x,A) > 0, ∀x ∈ E. 由引理 2.11 可知, 跳跃链 Π(x,A) 是 ϕ - 不可约的. 命题证毕.
命题 4.2 跳过程 P (t, x, A) 是 ϕ - 不可约的⇔ h - 骨架链 {Xnh, n ∈ Z+} 是 ϕ - 不可约

的.
证 ⇐ 设 h - 骨架链 {Xnh, n ∈ Z+} 的m - 步转移概率函数为

P m
h (x,A) := P (mh, x, A),m ≥ 1.

由 h - 骨架链 {Xnh, n ∈ Z+} 是 ϕ - 不可约的, 则当 ϕ(A) > 0 时, ∀x ∈ E, ∃m ≥ 1, 使得

P m
h (x,A) := P (mh, x, A) > 0. 由引理 2.12 可知, 跳过程 P (t, x, A) 是 ϕ - 不可约的.
⇒ 设跳过程 P (t, x, A) 是 ϕ - 不可约的, 则当 ϕ(A) > 0 时, ∀x ∈ E, ∀t > 0, 有

P (t, x, A) > 0. 更有 P m
h (x,A) := P (mh, x, A) > 0, 由引理 2.11 可知, h - 骨架链 {Xnh, n ∈

Z+} 是 ϕ - 不可约的. 命题证毕.
记

R(x,A) :=
∫ ∞

0

e−tP (t, x, A)dt, x ∈ E, A ∈ E ,

为 P (t, x, A) 的一阶预解核, 以 R(x,A) 为一步转移概率的马氏链称为 P (t, x, A) 的预解链.
命题 4.3 跳过程 P (t, x, A) 是 ϕ - 不可约的⇔ 预解链 R(x,A) 是 ϕ - 不可约的.
证⇐ 设预解链 R(x,A) 是 ϕ - 不可约的, 则当 ϕ(A) > 0 时, ∀x ∈ E, ∃n ≥ 1, 使得

Rn(x,A) > 0. 由 C-K 方程, 有

R2(x,A) =
∫

E

R(x, dy)R(y, A) =
∫

E

∫ ∞

0

e−t1P (t1, x, dy)dt1

∫ ∞

0

e−t2P (t2, y, A)dt2

=
∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−(t1+t2)

∫

E

P (t1, x, dy)P (t2, y, A)dt1dt2

=
∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−(t1+t2)P (t1 + t2, x, A)dt1dt2.
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可以归纳地证明

Rn(x,A) =
∫ ∞

0

· · ·
∫ ∞

0︸ ︷︷ ︸
n

e
−

n∑
i=1

ti

P (
n∑

i=1

ti, x, A)dt1 · · · dtn.

由 ∀x ∈ E, Rn(x,A) > 0, 所以存在m1, · · · ,mn 使得

P (
n∑

i=1

mi, x, A) > 0, ∀x ∈ E.

由引理 2.12 可知, 跳过程 P (t, x, A) 是 ϕ - 不可约的.
⇒ 设跳过程 P (t, x, A) 是 ϕ - 不可约的, 则当 ϕ(A) > 0 时, 有

P (t, x, A) > 0, ∀t > 0, x ∈ E.

等价地有

R(x,A) :=
∫ ∞

0

e−tP (t, x, A)dt > 0, ∀x ∈ E.

由引理 2.11 可知, 预解链 R(x,A) 是 ϕ - 不可约的.
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THE IRREDUCIBLE OF JUMP PROCESSES ON GENERAL
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Abstract: In this paper, we research the irreducible of jump processes on general state

space. By using the method similar to markov chains, we obtain the maximal irreducible measure

and its properties, the results for time-discrete markov chains on general state space are enlarged.

As an application, a sufficient condition for C ∈ E+ is given. Moreover, the equivalence of

ϕ-irreducible for jump processes, skeleton chain, embed chain and resolvent chain are proved.
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