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摘要: 本文研究了文献 [1] 中新的有限维 Ω - 型单模李超代数的结构问题. 利用 Ω - 型模李超

代数的偶部生成元集, 将导子作用在其偶部生成元集上, 获得了 Ω - 型模李超代数偶部到奇部的具有

负 Z - 次数的导子.
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1 引言

李超代数是在李代数基础上发展起来的一个代数学的分支. 由于基域的特征数不同, 李
超代数分为非模李超代数与模李超代数. 目前, 非模李超代数 (即特征零域上的李超代数) 的
研究已经取得了丰富的成果, 尤其是 Kac 的分类工作, Kac 完成了有限维单李超代数及无限
维单的线性紧致李超代数的分类 [2,3]. 模李超代数 (即素特征域上的李超代数) 的研究起步较
晚 (早期文献见 [4, 5]), 但近年来也取得了相当丰硕的研究成果. 我们知道, Cartan 型模李代
数在有限维单模李代数的分类中占有重要地位 [6], 因此 Cartan 型模李超代数也将在有限维
单模李超代数的分类中起到重要作用. 1997 年, 张永正教授构造了四族有限维 Cartan 型单
模李超代数W,S,H, K(相应于特征零的情形), 并讨论了它们的单性与限制性 [7]. 此后, 开始
了对 Cartan 型单模李超代数的深入研究, 如导子超代数、滤过、自同构群等等 [8−11]. 刘文德
教授于 2004 年发现了一族新的有限维 Cartan 型单模李超代数 HO [12]. 文献 [13] 研究了有
限维 Cartan 型单模李超代数 KO. 可见, 有限维 Cartan 型单模李超代数的分类将不会是平
凡的. 2009 年 S. Bouarroudj 给出了具有不可分解 Cartan 矩阵的模李超代数的分类, 发现了
11 类新的例外单模李超代数 [14]. 目前, 有限维 Cartan 型单模李超代数的分类仍是重要而公
开的问题. 2009 年, 张永正教授利用截头多项式代数与 Grassmann 超代数做张量积, 得到了
一族新的有限维单模李超代数 Ω, 即 Ω - 型模李超代数, 给出了其导子超代数, 证明了其与已
知的 Cartan 型模李超代数都不同构 [1]. 文献 [15] 讨论了 Ω - 型模李超代数的滤过不变性.
李超代数的偶部可以看作是李代数, 并在李超代数结构的研究中起重要作用. Cartan 型

模李超代数W , S, 接触李超代数 K 及奇 Hamiltonian 李超代数的偶部导子的研究已经完成
[16−19]. 对于 Ω - 型模李超代数 Ω = Ω0̄

⊕
Ω1̄, 在伴随表示下可以把 Ω1̄ 看作是 Ω0̄ - 模, 进而

可以研究偶部到奇部的导子. 本文将确定 Ω - 型模李超代数的偶部到奇部的具有负 Z - 次数
的导子.
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本节中的定义及结果来自文献 [1]. 本文总设 F 是特征数 p > 3 的域, 并且 F 不等于它的
素域 Π. 设 E = {z1, · · · , zm} 是 F 中有限子集, 且 E 在 Π 上是线性无关的. 设由 E 生成的 F
的加法子群 H 不包含 1. 设 N 与 N0 分别是自然数集与非负整数集. 设 n ∈ N, r = 2n + 2.
令 µ1,· · · , µr−1 ∈ F, 且满足: µ1 = 0, µj +µn+j = 1, j = 2, · · · , n+1. 置M = {1, · · · , r−1},
令 si ∈ N0, i = 1, · · · , r − 1. 我们定义截头多项式代数

A = F[x10, x11, · · · , x1s1 , · · · , xr−10, xr−11, · · · , xr−1sr−1 , y1, · · · , ym]

使得

xp
ij = 0, ∀ i ∈ M, j = 0, 1, · · · , si; yp

i = 1, i = 1, · · · ,m.

对任意 i ∈ M , 令 πi = psi+1 − 1. 设 k ∈ N0, 0 ≤ ki ≤ πi, 则 k 可唯一地表示为 p-adic 的形

式: ki =
si∑

v=0

εv(ki)pv，其中 0 ≤ εv(ki) < p. 定义 xki

i =
si∏

v=0

x
εv(ki)
iv . 设 Q = {(k1, · · · , kr−1) |

0 ≤ ki ≤ πi, i ∈ M}. 若 k = (k1, · · · , kr−1) ∈ Q, 则令 xk = xk1
1 · · ·xkr−1

r−1 . 约定 xki

i = 0, 若
ki < 0 或 ki > πi, i ∈ M. 若 0 ≤ ki, k

′
i ≤ πi, 易见

xki

i x
k′i
i = x

ki+k′i
i 6= 0 ⇔ εv(ki) + εv(k′i) < p, v = 0, 1, · · · , si.

任取 λ ∈ H, 可设 λ =
m∑

i=1

λizi, 其中 0 ≤ λi < p. 定义 yλ = yλ1
1 · · · yλm

m . 设 q ∈ N, 且

q > 1. 令 Λ(q) 是具有变元 ξr+1, · · · , ξr+q 的 Grassmann 超代数. 置 Ω̃ := A ⊗ Λ(q). 设
Z2 = {0̄, 1̄} 是整数模 2 的剩余类环, 则 A 的平凡的 Z2 - 阶化与 Λ(q) 的自然的 Z2 - 阶化诱
导了 Ω̃ 的一个 Z2 - 阶化, 使得 Ω̃ 是一个结合超代数. 若 f ∈ A, g ∈ Λ(q), 则将 Ω̃ 中的元素
f ⊗ g 简记为 fg. 对 k ∈ {1, · · · , q}, 定义

Bk = {〈i1, i2, · · · , ik〉 | r + 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ r + q}.

令 B(q) =
q⋃

k=0

Bk, 其中 B0 = ∅. 若 u = 〈i1, · · · , ik〉 ∈ Bk, 则令 |u| = k, {u} = {i1, · · · , ik} 与
ξu = ξi1 · · · ξik

. 约定 |∅| = 0 与 ξ∅ = 1. 则 {xkyλξu | k ∈ Q,λ ∈ H, u ∈ B(q)} 是 Ω̃ 的一个 F
- 基底. 若 |x| 出现本文的某个表达式中, 则约定 x 是 Z2 - 齐次元素, |x| 是 x 的 Z2 - 次数.
设 s = r + q, T = {r + 1, · · · , s}. 若 i ∈ M , 则定义 ĩ = 0̄ ∈ Z2. 若 i ∈ T , 则定义

ĩ = 1̄ ∈ Z2.
若 2 ≤ i ≤ n + 1 , 则令 i′ = i + n 与 [i] = 1; 若 n + 2 ≤ i ≤ r − 1, 则令 i′ = i − n 与

[i] = −1; 若 i ∈ T , 则令 i′ = i 与 [i] = 1.
设 ei = (δi1, · · · , δir−1), i = 1, · · · , r − 1. 定义 Dj ∈ End(Ω̃), j ∈ T , 使得 Dj(xkyλξu)=

∂
∂ξj

. 易见 Dj 是 Ω̃ 的奇导子. 定义 Di ∈ End(Ω̃), i ∈ M, 使得 Di(xkyλξu) = k∗i x
k−eiyλξu,

其中 k∗i 为 ε0(ki), ε1(ki), · · · , εsi
(ki) 的第一个非零元. 易见 Di 是 Ω̃ 的偶导子. 设 M1 =

{2, 3, · · · , r − 1}. 令

∂̄ = I −
∑

j∈M1

µjxj 0
∂

∂xj 0

−
m∑

j=1

zjyj
∂

∂yj

− 2−1
∑
j∈T

ξj
∂

∂ξj

,
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这里 I 是 Ω̃ 的恒等变换. 在 Ω̃ 中定义双线性 [ , ] 运算, 使得对任意 f ∈ h(Ω̃), g ∈ Ω̃, 有

[f, g] = D1(f)∂̄(g)− ∂̄(f)D1(g) +
∑

i∈M1∪T

[i](−1)ĩ|f |Di(f)Di′(g).

容易证明, 关于上式定义的 [ , ] 运算, Ω̃ 是一个单李超代数, 且当 2n + 4− q 6≡ 0 (mod p) 时,
λ + 2−1q − n− 2 6= 0. 以下总假设 2n + 4− q 6≡ 0 (modp), 并记 Ω̃ 为 Ω.
令 xi = x1

i = xi0,∀ i ∈ M . 置 π = (π1, · · · , πr−1), ω = 〈r + 1, · · · , s〉. 设 i ∈ Z, 令

Ωi = 〈xkyηξu |
∑
i∈M1

ki + 2k1 + |u| − 2 = i〉,

则 Ω =
⊕i=τ

i=−2 Ωi 是 Z - 阶化李超代数, 其中 τ =
∑

i∈M1

πi + 2π1 + q − 2.

2 生成元集

下面将给出 Ω - 型模李超代数的偶部生成元集. 令

B0 = {〈i1, i2, · · · , ik〉 | r + 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ r + q, k = 2l, l ∈ N0},
B1 = {〈i1, i2, · · · , ik〉 | r + 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ r + q, k = 2l, l ∈ N}.

易见 Ω0̄ := spanF
{
xkyλξu | k ∈ Q, λ ∈ H, u ∈ B0}.

命题 2.1 设

R1 := {xixj′xjy
λ | i, j, j′ ∈ M1, λ ∈ H},

R2 := {xiξdξhyλ | i ∈ M,d, h ∈ T , λ ∈ H},
R3 := {xki

i yλ | 0 ≤ ki ≤ πi, i ∈ M, λ ∈ H},

则 R1

⋃
R2

⋃
R3 生成 Ω0̄.

证 设由 R1

⋃
R2

⋃
R3 生成的子代数为 L. 对于 ∀ i ∈ M1, d, h, t, v, z ∈ T, λ ∈ H, 有

xπi−1
i ξtξvy

λ = −[i][xπi

i , xi′ξtξvy
λ] ∈ L,

xπi

i ξtξvy
λ = −[xπi−1

i ξtξd, xiξdξvy
λ] ∈ L,

xπi−1
i ξdξhξtξvy

λ = [xi′ξdξh, xπi

i ξtξvy
λ] ∈ L,

并且有

xπi

i ξdξhξtξvy
λ = −[xiξzξd, x

πi−1
i ξzξhξtξvy

λ] ∈ L. (2.1)

利用归纳法容易证明 xπi

i yλξu ∈ L, ∀ i ∈ M1, λ ∈ H, u ∈ B1. 进而, 对于 ∀ i ∈
M1, d, h, t ∈ T , 得到

xπ1
1 ξdξhyλ = (λ− 1)−1[xπ1

1 yλ, x1ξdξh] ∈ L, (2.2)

xπ1
1 xπi

i ξhξty
λ = [xπ1

1 ξdξhyλ, xπi

i ξdξt] ∈ L,

xπ1
1 xπ2

2 xπi

i ξtξdy
λ = [xπ1

1 xπi

i ξhξty
λ, xπ2

2 ξhξd] ∈ L.
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同样用归纳法可以证明 xπyλξu ∈ L, ∀λ ∈ H, u ∈ B2. ∀ i ∈ M1, d, h, t, v, z ∈ T , 由 (2.1) 和
(2.2) 式, 有

xπ1
1 xπi

i ξhξzξvξty
λ = [xπ1

1 ξdξhyλ, xπi

i ξdξzξvξt] ∈ L,

xπ1
1 xπi

i xπ2
2 ξzξvξtξdy

λ = [xπ1
1 xπi

i ξhξzξvξty
λ, xπ2

2 ξhξd] ∈ L.

以此类推, 可以得到 xπyλξu ∈ L, ∀λ ∈ H, u ∈ B4. 进一步, 可以得到 xπyλξu ∈ L, ∀λ ∈
H, u ∈ B1.

下面将证明 xπyλ ∈ L, ∀λ ∈ H. 由于 4[i]xixi′y
λ = [x2

i y
λ, x′2i ] ∈ L, 因此

−2λx1xixi′y
λ = [x2

1, xixi′y
λ] ∈ L.

当 λ 6= 0 时,

2λ(1 + λ)x1xixi′y
λ = [x1, [x2

1, xixi′y
λ]] ∈ L,

2λx1xixi′ = [x1, [x2
1y
−λ, xixi′y

λ]] ∈ L.

从而, 得到 x1xixi′y
λ ∈ L. 由于 xπ2

2 x1y
λ = −[2][xπ2

2 yλ, x1x2x2′ ] ∈ L, 于是有

(λ− µ2 − 2)xπ1
1 xπ2

2 yλ = [xπ1
1 yλ, xπ2

2 x1] ∈ L.

若 λ− µ2 − 2 6≡ 0 (mod p), 那么有 xπ1
1 xπ2

2 yλ ∈ L. ∀ i, j ∈ M1, 有

6xixi′xiy
λ = [i′][x2

i′y
λ, x3

i ] ∈ L,

2xixi′xjxj′y
λ = [i′][xixi′xiy

λ, xi′xjxj′ ] ∈ L,

xπ1
1 xπ2

2 x3x3′y
λ = [2][xπ1

1 xπ2
2 yλ, x2x2′x3x3′ ] ∈ L,

xπ1
1 xπ2

2 xπ3
3 yλ = −[3][xπ3

3 yλ, xπ1
1 xπ2

2 x3x3′ ] ∈ L,

xπ1
1 xπ2

2 xπ3
3 x4x4′y

λ = [3][xπ1
1 xπ2

2 xπ3
3 yλ, x3x3′x4x4′ ] ∈ L,

xπ1
1 xπ2

2 xπ3
3 xπ4

4 yλ = −[4][xπ4
4 yλ, xπ1

1 xπ2
2 xπ3

3 x4x4′ ] ∈ L.

如此做下去, 可以得到 xπyλ ∈ L. 设 λ− µ2 − 2 ≡ 0 (modp). 直接计算可知

x1x
π3
3 yλ = [3][xπ3

3 yλ, x1x3x3′ ] ∈ L.

同理 x1x
π3′
3′ yλ ∈ L. 于是

[x1x
π3
3 yλ, x

π3′
3′ ] = (1 + µ3′)xπ3

3 x
π3′
3′ yλ + [3]x1x

π3−1
3 x

π3′−1
3′ yλ ∈ L. (2.3)

因为 xπ3−1
3 x

π3′−1
3′ yλ = [3][xπ3

3 yλ, x
π3′
3′ ] ∈ L, 所以 6x1x

π3−1
3 x

π3′−1
3′ yλ = [x2

1y
λ, xπ3−1

3 x
π3′−1
3′ ] ∈ L.

由式 (2.3), 可以知道 (1 + µ3′)xπ3
3 x

π3′
3′ yλ ∈ L. 于是, 若 1 + µ3′ 6≡ 0 (modp), 则 xπ3

3 x
π3′
3′ yλ ∈

L. 若 1 + µ3′ ≡ 0 (modp), 则 1 + µ3 6≡ 0 (modp). 将 (2.3) 式中的 3 换成 3′, 同样得到
(1 + µ3)xπ3

3 x
π3′
3′ yλ ∈ L. 因此 xπ3

3 x
π3′
3′ yλ ∈ L. 进而有

−2xπ3
3 x

π3′
3′ x2x2′y

λ = [xπ3
3 x

π3′
3′ , x1x2x2′y

λ] ∈ L,

xπ3
3 x

π3′
3′ x

π2′
2′ yλ = −[2′][xπ3

3 x
π3′
3′ x2x2′y

λ, xπ2
2 ] ∈ L,

xπ3
3 x

π3′
3′ xπ2

2 x1y
λ = [2][xπ2

2 xπ3
3 x

π3′
3′ yλ, x1x2x2′ ] ∈ L.
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故 (λ−µ2− 3)xπ1
1 xπ2

2 xπ3
3 x

π3′
3′ yλ = [xπ1

1 yλ, xπ2
2 xπ3

3 x
π3′
3′ x1] ∈ L. 显然, λ−µ2− 3 6≡ 0 (modp). 类

似于 λ− µ2 − 2 6≡ 0 (modp) 情形的讨论, 我们可以得到 xπyλ ∈ L.

注意到 (1 − λ)xπ−ε1yλξu = [yλ, xπξu] ∈ L 及 xπ−εi′yλξu = [i][xiy
λ, xπξu] ∈ L, ∀ i ∈

M1, λ ∈ H, u ∈ B0.

综上所述, 对于任意的 k ∈ Q, λ ∈ H, u ∈ B0, 有 xkyλξu ∈ L. 即 Ω0̄ = L.

令 G := spanF
{
ξuyλ | u ∈ B, λ ∈ H, |ξuyλ| = 1̄}.

引理 2.2 设 φ ∈ Der(Ω0̄,Ω1̄), φ(Ω−2 ⊕ Ω−1) = 0 及 [E, Ω−2 ⊕ Ω−1] ⊆ ker(φ), 其中
E ∈ Ω0̄. 则有 φ(E) ∈ G.

证 由已知条件 [E, Ω−2 ⊕ Ω−1] ⊆ ker(φ), 就可以得到

φ[E, Ω−2 ⊕ Ω−1] = [φ(E),Ω−2 ⊕ Ω−1] = [φ(E),Ω−2]⊕ [φ(E),Ω−1] = 0. (2.4)

由于 φ ∈ Der(Ω0̄,Ω1̄) 及 E ∈ Ω0̄, 故 φ(E) ∈ Ω1̄. 利用 (2.4) 式可知 Di(φ(E)) = 0, ∀ i ∈ M .
从而得到 φ(E) ∈ G.

3 偶部到奇部的导子

本节将确定 Ω - 型模李超代数偶部到奇部的具有负 Z - 次数的导子. 这里约定: q > 3 并
且 q 是偶数.

引理 3.1 设 φ ∈ Der−1(Ω0̄,Ω1̄) 且 φ(Ω0) = 0, 则 φ = 0.

证 利用命题 2.1, 首先证明 φ(xiξdξhyλ) = 0, ∀ i ∈ M, d, h ∈ T, λ ∈ H.

∀ i ∈ M1, 有 [xiξdξhyλ, x1] = (λ + µi)xiξdξhyλ. 故

[φ(xiξdξhyλ), x1] = φ[xiξdξhyλ, x1] = (λ + µi)φ(xiξdξhyλ).

又由于 φ(xiξdξhyλ) ∈ Ω1̄ 且 φ(xiξdξhyλ) 的 Z - 次数为 0, 则可设

φ(xiξdξhyλ) =
∑

i∈M1,d∈T,λ∈H

αidλxiξdy
λ, αidλ ∈ F.

从而

[φ(xiξdξhyλ), x1] =
∑

i∈M1,d∈T,λ∈H

αidλ[xiξdy
λ, x1] = (λ + µi − 2−1)φ(xiξdξhyλ).

由此可以得到 φ(xiξdξhyλ) = 0, ∀ i ∈ M1. 同理, φ(xixjxj′y
λ) = 0, ∀ i, j ∈ M1, λ ∈ H.

现在证明 φ(x1ξdξhyλ) = 0, ∀ d, h ∈ T, λ ∈ H. 因为 φ(x1ξdξhyλ) ∈ Ω1̄ 且 φ(x1ξdξhyλ) 的
Z - 次数为 1, 故可设

φ(x1ξdξhyλ) =
∑

z∈T,λ∈H

αzλx1ξzy
λ +

∑
i,j∈M1,f∈T,λ∈H

βijfλxixjξfyλ +
∑

g,v,t∈T,λ∈H

γgvtλξgξvξty
λ,
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这里 αzλ, βijfλ, γgvtλ ∈ F. 进而,

[φ(x1ξdξhyλ), ξdξh]

=
∑

z∈T,λ∈H

αzλ[x1ξzy
λ, ξdξh] +

∑
i,j∈M1,f∈T,λ∈H

βijfλ[xixjξfyλ, ξdξh]

+
∑

g,v,t∈T,λ∈H

γgvtλ[ξgξvξty
λ, ξdξh]

= −
∑
λ∈H

αdλx1ξhyλ +
∑
λ∈H

αhλx1ξdy
λ −

∑
i,j∈M1,λ∈H

βijdλxixjξhyλ +
∑

i,j∈M1,λ∈H

βijhλxixjξdy
λ

−
∑

v,t∈T\{d, h},λ∈H

γdvtλξhξvξty
λ +

∑

v,t∈T\{d, h},λ∈H

γhvtλξdξvξty
λ.

又因为 [x1ξdξhyλ, ξdξh] = 0, 所以 [φ(x1ξdξhyλ), ξdξh] = 0. 通过上式表明

αdλ = αhλ = 0, βijdλ = βijhλ = 0, γdvtλ = γhvtλ = 0.

由于 [x1ξdξhyλ, ξcξe] = 0, 进而可以得到 [φ(x1ξdξhyλ), ξcξe] = 0, 其中 d, h, c, e ∈ T 且彼此互

不相同. 类似的, 有

[φ(x1ξdξhyλ), ξcξe]

=
∑

z∈T,λ∈H

αzλ[x1ξzy
λ, ξcξe] +

∑
i,j∈M1,f∈T,λ∈H

βijfλ[xixjξfyλ, ξcξe]

+
∑

g,v,t∈T,λ∈H

γgvtλ[ξgξvξty
λ, ξcξe]

= −
∑
λ∈H

αcλx1ξey
λ +

∑
λ∈H

αeλx1ξcy
λ −

∑
i,j∈M1,λ∈H

βijcλxixjξey
λ +

∑
i,j∈M1,λ∈H

βijeλxixjξcy
λ

−
∑

v,t∈T\{c, e},λ∈H

γcvtλξeξvξty
λ +

∑

v,t∈T\{c, e},λ∈H

γevtλξcξvξty
λ.

故 αcλ = αeλ = 0, βijcλ = βijeλ = 0, γcvtλ = γevtλ = 0. 以此类推, 可以得到

∑
z∈T,λ∈H

αzλ =
∑

i,j∈M1,f∈T,λ∈H

βijfλ =
∑

g,v,t∈T,λ∈H

γgvtλ = 0.

进而, 最终可以得到 φ(x1ξdξhyλ) = 0.
下面将证明 φ(xki

i yλ) = 0, ∀ i ∈ M, 0 ≤ ki ≤ πi, λ ∈ H.

(i) 设 i ∈ M1. 我们利用数学归纳法. ki = 0 时显然成立. 由于 [xki

i yλ, yλ] = 0 及
φ(Ω−2) = 0, 有 φ[xki

i yλ,Ω−2] = 0. 显然 [xki

i yλ, xj ] = [i]δi′jk
∗
i x

ki−1
i yλ, ∀ i, j ∈ M1, λ ∈ H. 将

φ 作用上式, 并由归纳假设知 φ[xki

i yλ,Ω−1] = 0. 则由引理 2.2, 可知 φ(xki

i yλ) ∈ Gki−3. 又由

于 ki − 3 ≥ 0, 于是可设

φ(xki

i yλ) =
∑

u∈Ba(a≥3),λ∈H

θuλξuyλ, θuλ ∈ F. (3.1)
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如果 ki − 3 = q − 2, 则根据 (3.1) 式, 有 φ(xki

i yλ) =
∑

λ∈H

θωλξωyλ, 其中 θωλ ∈ F. 显然

[φ(xki

i yλ), xiξj ] =
∑
λ∈H

θωλ[ξωyλ, xiξj ] = −
∑
λ∈H

θωλξw−<j>xiy
λ.

由于 [φ(xki

i yλ), xiξj ] = 0, 故
∑

λ∈H

θωλ = 0. 因而 φ(xki

i yλ) = 0.

如果 0 ≤ ki − 3 ≤ q − 3, 有 φ(xki

i yλ) =
∑

u∈Ba(3≤a≤q−1),λ∈H

θuλξuyλ, 其中 θuλ ∈ F. 由于

3 ≤ |u| ≤ q − 1, 所以可以取 t ∈ u, v 6∈ u, t, v ∈ T . 易见,

[φ(xki

i yλ), ξtξv] =
∑

u∈Ba(3≤a≤q−1),λ∈H

θuλ[ξuyλ, ξtξv] = −
∑

u∈Ba(3≤a≤q−1),λ∈H

θuλξu−<t>ξvy
λ.

因为 [φ(xki

i yλ), ξtξv] = 0, 所以
∑

u∈Ba(3≤a≤q−1),λ∈H

θuλ = 0. 因此得到 φ(xki

i yλ) = 0.

如果 ki − 3 > q − 2, 由引理 2.2 知 φ(xki

i yλ) ∈ G. 注意到 G ⊆ ⊕q−2

i=−2(Ω1̄)i, 有

φ(xki

i yλ) ∈ G
⋂

Ωki−3 = 0.

综上, 得到 φ(xki

i yλ) = 0, ∀ i ∈ M1, 0 ≤ ki ≤ πi, λ ∈ H.
(ii) 现在证明 φ(xk1

1 yλ) = 0, 0 ≤ k1 ≤ π1, λ ∈ H. 当 k1 = 0 时, 显然有 φ(xk1
1 yλ) = 0.

当 k1 = 1 时, 由已知条件 φ(Ω0) = 0, 可知 φ(xk1
1 yλ) = 0. 设 k1 > 1. 令 φ(Ω1̄) = 0,

则 φ 可扩充成 Ω 的导子. 易见 φ(xk1−1
1 ξj) = 0 及 φ(xiξjy

λ) = 0, ∀ i ∈ M1, j ∈ T. 所以

有 φ[xk1
1 yλ, ξj ] = 0 及 φ(xk1−1

1 xiy
λ) = −φ[xk1−1

1 ξj , xiξjy
λ] = 0, ∀ i ∈ M1, j ∈ T. 进而, 我

们可以得到 φ[xk1
1 yλ, xi] = 0. 又因为 φ(xi) = φ(ξj) = 0, 所以由文献 [1, 引理 3.5] 可知

φ(xk1
1 yλ) ∈ Ω−2. 然而 φ(xk1

1 yλ) ∈ Ω2k1−3, k1 > 1, 于是 φ(xk1
1 yλ) ∈ Ω−2

⋂
Ω2k1−3 = 0. 故

φ(xk1
1 yλ) = 0.

综上, 由命题 2.1 知 φ = 0.
定理 3.2 Der−1(Ω0̄,Ω1̄)=ad(Ω1̄)−1.
证 设 φ ∈ Der−1(Ω0̄,Ω1̄) 且

(Ω0̄)0 = spanF
{
xixjy

λ, ξdξhyλ, x1y
λ | i, j ∈ M1, d, h ∈ T , λ ∈ H}.

因为 φ(Ω0̄) ∈ (Ω1̄)−1, 则可以设 φ(Ω0̄) =
∑

t∈T,η∈H

θtηξty
η. 由于 η − λ ∈ H, 所以 η − λ 6= 1. 设

E :=
∑

t∈T,η∈H

(η − λ− 2−1)−1θtηξty
η−λ.

令 ϕ := φ− adE. 当 η − λ− 2−1 6= 0 时, 直接计算得到 ϕ(x1y
λ) = (φ− adE)(x1y

λ) = 0. 若
j 6= i′, 由于 xixjy

λ = [i′][xixi′ , xixjy
λ], 所以 ϕ(xixjy

λ) = 0. 若 j = i′, 由

xixi′y
λ = 4−1[i][x2

i , x
2
i′y

λ],

得到 ϕ(xixi′y
λ) = 0, ∀ i ∈ M1. 因而 ϕ(xixjy

λ) = 0. 因为

ϕ(ξdξhyλ) =
∑

t∈T,η∈H

θtηξty
η +

∑
η∈H

(η − λ− 2−1)−1θdηξhyη −
∑
η∈H

(η − λ− 2−1)−1θhηξdy
η,
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所以可以得到

[ϕ(ξdξhyλ), x1]

=
∑

t∈T,η∈H

θtη[ξty
η, x1] +

∑
η∈H

(η − λ− 2−1)−1θdη[ξhyη, x1]−
∑
η∈H

(η − λ− 2−1)−1θhη[ξdyη, x1]

= (η − 2−1)[
∑

t∈T,η∈H

θtηξty
η +

∑
η∈H

(η − λ− 2−1)−1θdηξhyη −
∑
η∈H

(η − λ− 2−1)−1θhηξdyη]

= (η − 2−1)ϕ(ξdξhyλ). (3.2)

又

[ϕ(ξdξhyλ), x1] = ϕ[ξdξhyλ, x1] = λ(ϕ(ξdξhyλ)). (3.3)

于是由 (3.2) 和 (3.3) 式知道, 当 η 6= λ + 2−1 时, ϕ(ξdξhyλ) = 0. 而当 η 6= λ + 2−1 时, 由于
ϕ = φ− adE, 故

∑
t∈T,η∈H

θtη = 0. 因此 ϕ(ξdξhyλ) = 0.

综上所述, ϕ((Ω0̄)0) = 0. 由引理 3.1 知 ϕ = φ− adE = 0. 进而 φ = adE.
定理 3.3 Der−2(Ω0̄,Ω1̄) = 0.
证 设 φ ∈ Der−2(Ω0̄,Ω1̄), 则 φ(xixj′) = 0. 先证明 φ(xiξdξhyλ) = 0, ∀ i ∈ M, d, h ∈

T, λ ∈ H. 对于 i ∈ M1, 有

[φ(xjξdξhyλ), xixj′ ] = φ[xjξdξhyλ, xixj′ ] = −[j]φ(xiξdξhyλ).

又由于 φ(xjξdξhyλ) ∈ (Ω1̄)−1, 可设 φ(xjξdξhyλ) =
∑

t∈T,λ∈H

θtλξty
λ, 其中 θtλ ∈ F. 所以

[φ(xjξdξhyλ), xixj′ ] =
∑

t∈T,λ∈H

θtλ[ξty
λ, xixj′ ] = 0.

于是 φ(xiξdξhyλ) = 0. 同理有 φ(xixjxj′y
λ) = 0. 注意到 [x1ξdξhyλ, ξdξh] = 0, 因此

[φ(x1ξdξhyλ), ξdξh] = 0.

因为 φ(x1ξdξhyλ) ∈ Ω1̄ 且 φ(x1ξdξhyλ) 的 Z - 次数为 0, 则可设

φ(x1ξdξhyλ) =
∑

i∈M1,j∈T,λ∈H

αijλxiξjy
λ, αijλ ∈ F.

于是有

[φ(x1ξdξhyλ), ξdξh] =
∑

i∈M1,j∈T,λ∈H

αijλ[xiξjy
λ, ξdξh] =

∑
i∈M1,λ∈H

αidλxiξhyλ−
∑

i∈M1,λ∈H

αihλxiξdy
λ.

进而得到 αidλ = αihλ = 0. 又由于 [x1ξdξhyλ, ξtξv] = 0, 这里 d, h, t, v ∈ T 且互不相同, 所以
[φ(x1ξdξhyλ), ξtξv] = 0. 而

[φ(x1ξdξhyλ), ξtξv] =
∑

i∈M1,j∈T,λ∈H

αijλ[xiξjy
λ, ξtξv] =

∑
i∈M1,λ∈H

αitλxiξvy
λ−

∑
i∈M1,λ∈H

αivλxiξty
λ.
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于是可得 αitλ = αivλ = 0. 以此类推, 有
∑

i∈M1,j∈T,λ∈H

αijλ = 0, 最终得到 φ(x1ξdξhyλ) = 0.

下面将证明 φ(xki

i yλ) = 0, ∀ i ∈ M, 0 ≤ ki ≤ πi, λ ∈ H.

(i) 设 i ∈ M1. 我们利用数学归纳法. ki = 0 时显然成立. 由于 [xki

i yλ, yλ] = 0 及
φ(Ω−2) = 0, 有 φ[xki

i yλ,Ω−2] = 0. 显然 [xki

i yλ, xj ] = [i]δi′jk
∗
i x

ki−1
i yλ, ∀ i, j ∈ M1, λ ∈ H. 将

φ 作用上式, 并由归纳假设知 φ[xki

i yλ,Ω−1] = 0. 则由引理 2.2, 可知 φ(xki

i yλ) ∈ Gki−4. 又由

于 ki − 4 ≥ −1, 于是可设

φ(xki

i yλ) =
∑

u∈Ba(a≥1),λ∈H

θuλξuyλ, θuλ ∈ F. (3.4)

如果 ki − 4 = q − 2, 则根据 (3.4) 式, 有 φ(xki

i yλ) =
∑

λ∈H

θωλξωyλ, 其中 θωλ ∈ F. 显然

[φ(xki

i yλ), xiξj ] =
∑
λ∈H

θωλ[ξωyλ, xiξj ] = −
∑
λ∈H

θωλξw−<j>xiy
λ.

由于 [φ(xki

i yλ), xiξj ] = 0, 故
∑

λ∈H

θωλ = 0. 因而 φ(xki

i yλ) = 0.

如果 0 ≤ ki − 4 ≤ q − 3, 有 φ(xki

i yλ) =
∑

u∈Ba(3≤a≤q−1),λ∈H

θuλξuyλ, 其中 θuλ ∈ F. 由于

3 ≤ |u| ≤ q − 1, 所以可以取 t ∈ u, v 6∈ u, t, v ∈ T . 易见

[φ(xki

i yλ), ξtξv] =
∑

u∈Ba(3≤a≤q−1),λ∈H

θuλ[ξuyλ, ξtξv] = −
∑

u∈Ba(3≤a≤q−1),λ∈H

θuλξu−<t>ξvy
λ.

因为 [φ(xki

i yλ), ξtξv] = 0, 所以
∑

u∈Ba(3≤a≤q−1),λ∈H

θuλ = 0. 因此得到 φ(xki

i yλ) = 0.

如果 ki − 4 > q − 2, 由引理 2.2 知 φ(xki

i yλ) ∈ G. 注意到 G ⊆ ⊕q−2

i=−2(Ω1̄)i, 有

φ(xki

i yλ) ∈ G
⋂

Ωki−4 = 0.

综上, 得到 φ(xki

i yλ) = 0, ∀ i ∈ M1, 0 ≤ ki ≤ πi, λ ∈ H.
(ii) 现在证明 φ(xk1

1 yλ) = 0, 0 ≤ k1 ≤ π1, λ ∈ H. 如果 k1 = 0, 显然 φ(xk1
1 yλ) = 0. 如

果 k1 = 1, 由已知条件 φ ∈ Der−2(Ω0̄,Ω1̄) 可知 φ(xk1
1 yλ) = 0. 设 k1 > 1. 令 φ(Ω1̄) = 0,

则 φ 可扩充成 Ω 的导子. 易见 φ(xk1−1
1 ξj) = 0 及 φ(xiξjy

λ) = 0, ∀ i ∈ M1, j ∈ T. 所以有

φ[xk1
1 yλ, ξj ] = 0 及 φ(xk1−1

1 xiy
λ) = −φ[xk1−1

1 ξj , xiξjy
λ] = 0, ∀ i ∈ M1, j ∈ T. 进而, 可以得到

φ[xk1
1 yλ, xi] = 0. 又因为 φ(xi) = φ(ξj) = 0, 所以由文献 [1, 引理 3.5] 可知 φ(xk1

1 yλ) ∈ Ω−2.

然而 φ(xk1
1 yλ) ∈ Ω2k1−4, k1 > 1, 于是 φ(xk1

1 yλ) ∈ Ω−2

⋂
Ω2k1−4 = 0. 故 φ(xk1

1 yλ) = 0.

综上, 由命题 2.1 知 φ = 0.
定理 3.4 Der−3(Ω0̄,Ω1̄) = 0.
证 设 φ ∈ Der−3(Ω0̄,Ω1̄), 则 φ(xiξdξhyλ) = φ(xixjxj′y

λ) = 0, ∀ i, j ∈ M1, d, h ∈ T, λ ∈
H. 由于 φ(x1ξdξhyλ) ∈ Ω1̄ 且 φ(x1ξdξhyλ) 的 Z - 次数为 -1, 则可以设

φ(x1ξdξhyλ) =
∑

t∈T,λ∈H

θtλξty
λ,
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其中 θtλ ∈ F. 由 [φ(x1ξdξhyλ), ξdξh] = 0 知

[φ(x1ξdξhyλ), ξdξh] =
∑

t∈T,λ∈H

θtλ[ξty
λ, ξdξh] = −

∑
λ∈H

θdλξhyλ +
∑
λ∈H

θhλξdy
λ.

又因为 [φ(x1ξdξhyλ), ξzξv] = 0, 这里 d, h, z, v ∈ T 且互不相同, 进而

[φ(x1ξdξhyλ), ξzξv] =
∑

t∈T,λ∈H

θtλ[ξty
λ, ξzξv] = −

∑
λ∈H

θzλξvy
λ +

∑
λ∈H

θvλξzy
λ.

于是 θdλ = θhλ = θzλ = θvλ = 0. 以此类推, 有
∑

t∈T,λ∈H

θtλ = 0. 故而 φ(x1ξdξhyλ) = 0.

下面将证明 φ(xki

i yλ) = 0, ∀ i ∈ M, 0 ≤ ki ≤ πi, λ ∈ H.

(i) 设 i ∈ M1. 利用数学归纳法. ki = 0时显然成立. 由于 [xki

i yλ, yλ] = 0及 φ(Ω−2) = 0,
我们有 φ[xki

i yλ,Ω−2] = 0. 显然 [xki

i yλ, xj ] = [i]δi′jk
∗
i x

ki−1
i yλ, ∀ i, j ∈ M1, λ ∈ H. 将 φ 作

用上式, 并由归纳假设知 φ[xki

i yλ,Ω−1] = 0. 则由引理 2.2, 可知 φ(xki

i yλ) ∈ Gki−5. 又由于

ki − 5 ≥ −1, 于是可设

φ(xki

i yλ) =
∑

u∈Ba(a≥1),λ∈H

θuλξuyλ, θuλ ∈ F. (3.5)

如果 ki − 5 = q − 2, 则根据 (3.5) 式, 有 φ(xki

i yλ) =
∑

λ∈H

θωλξωyλ, 其中 θωλ ∈ F. 显然

[φ(xki

i yλ), xiξj ] =
∑
λ∈H

θωλ[ξωyλ, xiξj ] = −
∑
λ∈H

θωλξw−<j>xiy
λ.

由于 [φ(xki

i yλ), xiξj ] = 0, 故
∑

λ∈H

θωλ = 0. 因而 φ(xki

i yλ) = 0.

如果 0 ≤ ki − 5 ≤ q − 3, 有 φ(xki

i yλ) =
∑

u∈Ba(3≤a≤q−1),λ∈H

θuλξuyλ, 其中 θuλ ∈ F. 由于

3 ≤ |u| ≤ q − 1, 所以可以取 t ∈ u, v 6∈ u, t, v ∈ T . 易见,

[φ(xki

i yλ), ξtξv] =
∑

u∈Ba(3≤a≤q−1),λ∈H

θuλ[ξuyλ, ξtξv] = −
∑

u∈Ba(3≤a≤q−1),λ∈H

θuλξu−<t>ξvy
λ.

因为 [φ(xki

i yλ), ξtξv] = 0, 所以
∑

u∈Ba(3≤a≤q−1),λ∈H

θuλ = 0. 因此得到 φ(xki

i yλ) = 0.

如果 ki − 5 > q − 2, 由引理 2.2 知 φ(xki

i yλ) ∈ G. 注意到 G ⊆ ⊕q−2

i=−2(Ω1̄)i, 有

φ(xki

i yλ) ∈ G
⋂

Ωki−5 = 0.

综上, 得到 φ(xki

i yλ) = 0, ∀ i ∈ M1, 0 ≤ ki ≤ πi, λ ∈ H.
(ii) 下面证明 φ(xk1

1 yλ) = 0, 0 ≤ k1 ≤ π1, λ ∈ H. 如果 k1 = 0, 显然 φ(xk1
1 yλ) = 0. 如

果 k1 = 1, 由已知条件 φ ∈ Der−3(Ω0̄,Ω1̄) 可知 φ(xk1
1 yλ) = 0. 设 k1 > 1. 令 φ(Ω1̄) = 0,

则 φ 可扩充成 Ω 的导子. 易见 φ(xk1−1
1 ξj) = 0 及 φ(xiξjy

λ) = 0, ∀ i ∈ M1, j ∈ T. 所以有

φ[xk1
1 yλ, ξj ] = 0 及

φ(xk1−1
1 xiy

λ) = −φ[xk1−1
1 ξj , xiξjy

λ] = 0, ∀ i ∈ M1, j ∈ T.
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进而, 可以得到 φ[xk1
1 yλ, xi] = 0. 又因为 φ(xi) = φ(ξj) = 0, 所以由文献 [1, 引理 3.5] 可知

φ(xk1
1 yλ) ∈ Ω−2. 然而 φ(xk1

1 yλ) ∈ Ω2k1−5, k1 > 1, 于是 φ(xk1
1 yλ) ∈ Ω−2

⋂
Ω2k1−5 = 0. 故

φ(xk1
1 yλ) = 0.

综上, 由命题 2.1 可知 φ = 0.
定理 3.5 设 φ ∈ Der−t(Ω0̄,Ω1̄), t > 3. 如果 φ(xt

iy
λ) = 0, 则有 φ(xki

i yλ) = 0, 0 ≤ ki ≤
πi, i ∈ M1, λ ∈ H.

证 对于 ki ≥ t + 1, 用归纳法来证明 φ(xki

i yλ) = 0, 0 ≤ ki ≤ πi, i ∈ M1, λ ∈ H. 由于

[xki

i yλ, yλ] = 0 及 φ(Ω−2) = 0, 有 φ[xki

i yλ,Ω−2] = 0. 显然

[xki

i yλ, xj ] = [i]δi′jk
∗
i x

ki−1
i yλ,∀ i, j ∈ M1, λ ∈ H.

将 φ 作用上式, 并由归纳假设知 φ[xki

i yλ,Ω−1] = 0. 则由引理 2.2, 可知 φ(xki

i yλ) ∈ Gki−2−t.

又由于 ki − 2− t ≥ −1, 于是可设

φ(xki

i yλ) =
∑

u∈Ba(a≥1),λ∈H

θuλξuyλ, θuλ ∈ F. (3.6)

如果 ki − 2− t = q − 2, 根据 (3.6) 式有 φ(xki

i yλ) =
∑

λ∈H

θωλξωyλ, 其中 θωλ ∈ F. 显然

[φ(xki

i yλ), xiξj ] = −
∑
λ∈H

θωλξw−〈j〉xiy
λ.

又由于 [φ(xki

i yλ), xiξj ] = 0, 故
∑

λ∈H

θωλ = 0. 因此得到 φ(xki

i yλ) = 0.

如果 −1 ≤ ki − t− 2 ≤ q − 3, 由 (3.6) 式可令

φ(xki

i yλ) =
∑

u∈Ba(3≤a≤q−1),λ∈H

θuλξuyλ,

其中 θωλ ∈ F. 由于 3 ≤ |u| ≤ q − 1, 所以可以取 t ∈ u, v 6∈ u, t, v ∈ T . 因为

[φ(xki

i yλ), ξtξv] = −
∑

u∈Ba(3≤a≤q−1),λ∈H

θuλξu−<t>ξvy
λ,

并且 [φ(xki

i yλ), ξtξv] = 0, 故 ∑

u∈Ba(3≤a≤q−1),λ∈H

θuλ = 0.

于是有 φ(xki

i yλ) = 0.

如果 ki − t− 2 > q − 2, 由引理 2.2, 得到 φ(xki

i yλ) ∈ G. 注意到 G ⊆ ⊕q−2

i=−2(Ω1̄)i, 所以
φ(xki

i yλ) ∈ G
⋂

Ωki−t−2 = 0.
综上, 得到 φ(xki

i yλ) = 0, i ∈ M1.
定理 3.6 设 φ ∈ Der−t(Ω0̄,Ω1̄), t > 3. 设 l = [ t

2
] 表示 t

2
的整数部分. 如果 φ(xl

1y
λ) = 0,

则有 φ(xk1
1 yλ) = 0, 0 ≤ k1 ≤ π1, λ ∈ H.
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证 如果 k1 < l,则 2k1 < t,进而 φ(xk1
1 yλ)的Z次数为 2k1−t−2. 因为 2k1−t−2 ≤ −3,所

以得到 φ(xk1
1 yλ) = 0. 设 k1 > l, 令 φ(Ω1̄) = 0, 则 φ 可扩充成 Ω 的导子. 易见 φ(xk1−1

1 ξj) = 0
及 φ(xiξjy

λ) = 0, ∀ i ∈ M1, j ∈ T. 所以有 φ[xk1
1 yλ, ξj ] = 0 及

φ(xk1−1
1 xiy

λ) = −φ[xk1−1
1 ξj , xiξjy

λ] = 0, ∀ i ∈ M1, j ∈ T.

进而, 可以得到 φ[xk1
1 yλ, xi] = 0. 又因为 φ(xi) = φ(ξj) = 0, 所以由文献 [1, 引理 3.5] 可知

φ(xk1
1 yλ) ∈ Ω−2. 然而 φ(xk1

1 yλ) ∈ Ω2k1−2−t, k1 > l, 于是

φ(xk1
1 yλ) ∈ Ω−2

⋂
Ω2k1−2−t = 0.

故 φ(xk1
1 yλ) = 0.

推论 3.7 设 φ ∈ Der−t(Ω0̄,Ω1̄), 其中 t > 3 是奇数, 则 φ(xk1
1 yλ) = 0, 0 ≤ k1 ≤ π1.

证 令 l = [ t
2
] 表示 t

2
的整数部分, 则可知 φ(xl

1y
λ) 的 Z - 次数为

2l − 2− t = (t− 1− 2)− t = −3.

因而有 φ(xl
1y

λ) = 0. 由定理 3.6 可知 φ(xk1
1 yλ) = 0.

定理 3.8 设 t > 3, 则 Der−t(Ω0̄,Ω1̄) = 0.

证 设 φ ∈ Der−t(Ω0̄,Ω1̄). 由于 φ(xt
iy

λ) ∈ Ω1̄ 且 φ(xt
iy

λ) 的 Z - 次数为 -2, 所以我们有
φ(xt

iy
λ) = 0, ∀ i ∈ M1. 由定理 3.5, 有 φ(xki

i yλ) = 0, i ∈ M1, 0 ≤ ki ≤ πi. 如果 t 为奇数, 由
推论 3.7 知 φ(xki

1 yλ) = 0. 如果 t 为偶数, 设 l = [ t
2
]. 则 φ(xl

1y
λ) ∈ Ω1̄ 且 Z 次数为 -2, 于是

φ(xl
1y

λ) = 0. 由定理 3.6 知 φ(xki

1 yλ) = 0. 又因为 φ ∈ Der−t(Ω0̄,Ω1̄), t > 3, 所以

φ(xixjxj′y
λ) = φ(xiξdξhyλ) = 0.

进而由命题 2.1, 得到 φ = 0.
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ON THE MODULAR LIE SUPERALGEBRA OF Ω-TYPE

XU Xiao-ning, LU Ya-nan

(School of Mathematics, Liaoning University, Shenyang 110036, China)

Abstract: The constitutive property of the finite-dimensional new simple modular Lie

superalgebra of Ω-type in [1] is discussed. By using the generating set of the even part of modular

Lie superalgebra of Ω-type, we obtain the derivations with negative Z-degrees of the even part into

the odd part by means of acting derivations on its generating set of the even part.

Keywords: modular Lie superalgebra; generator; derivation
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