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摘要: 本文研究了由分数次积分 Il 与加权 Lipschitz 函数 b 生成的交换子 [b, Il] 在加权 Herz

型 Hardy 空间上的估计. 利用加权 Herz 型 Hardy 空间的分解理论, 得到了交换子 [b, Il] 从加权 Herz

型 Hardy 空间到 (弱) 加权 Herz 空间上的有界性质.
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1 引言

设 0 < l < n, 分数次积分 Il 定义为

Ilf(x) =
∫

Rn

f(y)
|x− y|n−l

dy.

考虑分数次积分 Il 与局部可积函数 b 生成的交换子 [b, Il]f(x) = b(x)Ilf(x) − Il(bf)(x).
当 1/q = 1/p − l/n, 1 < p < n/l 时, Chanillo 在文献 [1] 中证明了 [b, Il] 是 Lp 到 Lq 有界

的充分必要条件是 b ∈ BMO. 当 b 属于加权 Lipschitz 空间 Lipβ(µ)(0 < β < 1) 时, 陈爱
清等在文献 [2] 中研究了 [b, Il] 在加权 Hardy 空间上的有界性质. 当 b 属于 Lipschitz 空间
Lipβ(0 < β < 1) 时, 陆善镇等在文献 [3] 中研究了 [b, Il] 在 Herz 型 Hardy 空间上的有界性
质, 他们的主要结果是
设 0 < l < n− β, 1 < q1, q2 < ∞, 1/q2 = 1/q1 − (l + β)/n.

(i) 若 0 < p < ∞, n(1− 1/q1) ≤ α < n(1− 1/q1) + β, 则 [b, Il] 是从 HK̇α,p
q1
到 K̇α,p

q2
的

有界算子;
(ii) 若 0 < p ≤ 1, α = n(1− 1/q1) + β, 则 [b, Il] 是从 HK̇α,p

q1
到WK̇α,p

q2
的有界算子.

本文的目的是研究当 b 属于加权 Lipschitz 函数空间时, [b, Il] 在加权 Herz 型 Hardy 空
间上的有界性质, 得到了如下结果:
定理 1.1 设 µ ∈ A1, b ∈ Lipβ(µ)(0 < β < 1), 0 < l < n − β. 若 0 < p < ∞, 1 <

q1, q2 < ∞, 1/q2 = 1/q1 − (l + β)/n, 则当 n(1− 1/q1) ≤ α < n(1− 1/q1) + β 时, [b, Il] 是从
HK̇α,p

q1
(µ, µ) 到 K̇α,p

q2
(µ, µ1−(1−l/n)q2 ) 的有界算子.
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定理 1.2 设 µ ∈ A1, b ∈ Lipβ(µ)(0 < β < 1), 0 < l < n − β. 若 0 < p ≤ 1, 1 <

q1, q2 < ∞, 1/q2 = 1/q1− (l + β)/n, 则当 α = n(1− 1/q1) + β 时, [b, Il] 是从HK̇α,p
q1

(µ, µ) 到
WK̇α,p

q2
(µ, µ1−(1−l/n)q2 ) 的有界算子.

2 一些预备结果

称定义在Rn 上的局部可积函数 µ 属于Muckenhoupt A1 权, 如果

M(µ)(x) ≤ Cµ(x) a.e. x ∈ Rn.

其中M 表示标准的 Hardy-Littlewood 极大算子.
设 k ∈ Z, 记 Bk = B(0, 2k), Ck = Bk\Bk−1, χk = χ

Ck
. A1 权函数具有下面性质

引理 2.1 如果 µ ∈ A1, 则存在常数 C 以及 0 < δ < 1, 使得当 k < j 时,

µ(Bk)
µ(Bj)

≤ C2(k−j)nδ;

当 k > j 时,
µ(Bk)
µ(Bj)

≤ C2(k−j)n.

下面介绍加权 Herz 空间和加权 Herz 型 Hardy 空间的概念, 这些概念可参见文献 [4–6].
定义 2.1 设 α ∈ R, 0 < p, q < ∞, µ1, µ2 为权函数, 齐次加权 Herz 空间定义为

K̇α,p
q (µ1, µ2) =

{
f ∈ Lq

loc(R
n\{0}, µ2) : ‖f‖K̇α,p

q (µ1,µ2)
< ∞

}
,

其中

‖f‖K̇α,p
q (µ1,µ2)

=

{ ∞∑
j=−∞

µ1(Bj)
αp
n ‖fχ

Cj
‖p

Lq
µ2

} 1
p

.

定义 2.2 设 α ∈ R, 0 < p, q < ∞, µ1, µ2 为权函数, 记 mj,µ2(λ, f) = µ2({x ∈ Cj :
|f(x)| > λ}). 称 µ2 可测函数 f 属于齐次加权弱 Herz 空间, 如果

‖f‖WK̇α,p
q (µ1,µ2)

= sup
λ>0

{ ∞∑
j=−∞

µ1(Bj)
αp
n mj,µ2(λ, f)

p
q

} 1
p

< ∞.

定义 2.3 设 α ∈ R, 0 < p, q < ∞, µ1, µ2 为权函数, 齐次加权 Herz 型 Hardy 空间定义为

HK̇α,p
q (µ1, µ2) = {f ∈ S ′(Rn) : G(f) ∈ K̇α,p

q (µ1, µ2)}且 ‖f‖HK̇α,p
q (µ1,µ2)

= ‖G(f)‖K̇α,p
q (µ1,µ2)

,

其中 G(f) 为 f 的 Grand 极大函数.
当 µ1 = µ2 = 1 时, 上述空间分别对应为齐次 Herz 空间, 齐次弱 Herz 空间以及齐次

Herz 型 Hardy 空间.
加权 Herz 型 Hardy 空间最重要的性质是中心原子分解.
定义 2.4 设 α ∈ R, 1 < q < ∞. Rn 上的函数 a 称为 (α, q;µ1, µ2) - 原子, 如果
(1) 存在 r > 0, 使得 suppa ⊂ B(0, r);
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(2) ‖a‖Lq
µ2
≤ µ1(B)−

α
n ;

(3) 当 |γ| ≤ [α− n(1− 1/q)] 时
∫

Rn a(x)xγdx = 0.

引理 2.2 [6] 设 0 < p < ∞, 1 < q < ∞, α ≥ n(1 − 1/q), µ1, µ2 ∈ A1. Rn 上的分布

函数 f 属于 HK̇α,p
q (µ1, µ2) 当且仅当存在支集为 Bk 的中心 (α, q;µ1, µ2) - 原子 ak 和常数

λk,
∞∑

k=−∞
|λk|p < ∞, 使得 f =

∞∑
k=−∞

λkak 在分布意义下成立, 并且

‖f‖p

HK̇α,p
q (µ1,µ2)

∼ inf

( ∞∑
k=−∞

|λk|p
)

,

其中下确界取自 f 的所有中心原子分解.
最后介绍加权 Lipschitz 空间及其性质.
定义 2.5 设 µ 为一个权函数, 1 ≤ p < ∞, 一个局部可积函数函数 b 属于加权 Lipschitz

空间, 记为 b ∈ Lipβ,p(µ), 如果

sup
B

1
µ(B)β/n

[
1

µ(B)

∫

B

|b(x)− bB|pµ(x)1−pdx

]1/p

≤ C < ∞,

这里 bB = |B|−1
∫

B
b(x)dx, 上确界取遍所有的 B ⊂ Rn. 上式中 C 的最小下界称为 b 的

Lipβ,p(µ) 范数, 记为 ‖b‖Lip
β,p

(µ)
.

当 β = 0时, Lip
β,p

(µ)即为加权BMO空间;当 µ = 1时, Lip
β,p

(µ)即为通常的 Lipschitz
空间. 由文献 [7], 如果 µ ∈ A1, 则对任意的 1 ≤ p ≤ q < ∞ 有 Lipβ,p(µ) = Lipβ,q(µ), 并且
其范数等价. 由于在下文中所涉及的权函数均属于 A1, 为方便起见, 我们总记 Lipβ,p(µ) 为
Lipβ(µ), 其范数记为 ‖ · ‖Lip

β
(µ)

. 加权 Lipschitz 函数有如下性质.

引理 2.3 [8,9] 设 1 < q1 , q2 < ∞, 0 < β < 1, 0 < l < n− β 且 1/q2 = 1/q1 − (l + β)/n. 若

µ ∈ A1, 则 [b, Il] 是 Lq1 (µ) 到 Lq2 (µ1−(1−l/n)q2 ) 有界的充分必要条件是 b ∈ Lipβ(µ).
引理 2.4 [2] 若µ ∈ A1, b ∈ Lipβ(µ), j > k,则 |bBj

−bBk
| ≤ C‖b‖Lip

β
(µ)

2jβ−k(n+β)µ(Bk)1+
β
n .

3 定理 1.1 的证明

由引理 2.2, f 可以分解为 f =
∞∑

k=−∞
λkak, 其中 ak 为支集是 Bk 的中心 (α, q1 ;µ, µ) - 原

子, 并且
∞∑

k=−∞
|λk|p < ∞. 所以

∥∥[b, Il]f
∥∥p

K̇α,p
q2

(µ,µ1−(1−l/n)q2 )

≤ C

∞∑
j=−∞

µ(Bj)
αp
n

(
j−3∑

k=−∞
|λk|

∥∥([b, Il]ak)χj

∥∥
Lq2 (µ1−(1−l/n)q2 )

)p

+ C

∞∑
j=−∞

µ(Bj)
αp
n

( ∞∑
k=j−2

|λk|
∥∥([b, Il]ak)χj

∥∥
Lq2 (µ1−(1−l/n)q2 )

)p

= M1 + M2,
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由 [b, Il] 的 Lq1 (µ) 到 Lq2 (µ1−(1−l/n)q2 ) 有界性,

M2 ≤ C‖b‖Lip
β
(µ)

∞∑
j=−∞

µ(Bj)
αp
n

( ∞∑
k=j−2

|λk|
∥∥ak

∥∥
Lq1 (µ)

)p

≤ C‖b‖Lip
β
(µ)

∞∑
j=−∞

µ(Bj)
αp
n

( ∞∑
k=j−2

|λk|µ(Bk)−
α
n

)p

.

当 0 < p ≤ 1 时, 由引理 2.1,

M2 ≤ C‖b‖Lip
β
(µ)

∞∑
k=−∞

|λk|p
k+2∑

j=−∞

µ(Bj)
µ(Bk)

≤ C‖b‖Lip
β
(µ)

∞∑
k=−∞

|λk|p.

当 p > 1 时, 由 Hölder 不等式以及引理 2.1,

M2 ≤ C‖b‖Lip
β
(µ)

∞∑
j=−∞

[ ∞∑
k=j−2

|λk|p
(

µ(Bj)
µ(Bk)

)αp
2n

]


∞∑
k=j−2

(
µ(Bj)
µ(Bk)

)αp′
2n



− p

p′

≤ C‖b‖Lip
β
(µ)

∞∑
k=−∞

|λk|p
k+2∑

j=−∞

(
µ(Bj)
µ(Bk)

)αp
2n

≤ C‖b‖Lip
β
(µ)

∞∑
k=−∞

|λk|p.

下面估计M1. 当 j > k + 2 时,

|[b, Il]ak(x)|χj(x)

≤ |b(x)− bBk
|
∣∣∣∣
∫

Bk

(
1

|x− y|n−l
− 1
|x|n−l

)
ak(y)dy

∣∣∣∣

+
∣∣∣∣
∫

Bk

1
|x− y|n−l

(b(y)− bBk
)ak(y)dy

∣∣∣∣

≤ C|b(x)− bBk
|
∫

Bk

|y|
|x|n+1−l

|ak(y)|dy +
C

|x|n−l

∫

Bk

|b(y)− bBk
||ak(y)|dy

≤ C2k−j(n+1)+jl|b(x)− bBk
|
∫

Bk

|ak(y)|dy + C2−jn+jl

∫

Bk

|b(y)− bBk
||ak(y)|dy.

注意到 ∫

Bk

|ak(y)|dy ≤ C
2kn

µ(Bk)

∫

Bk

|ak(y)|µ(y)dy

≤ C2kn

(
1

µ(Bk)

∫

Bk

|ak(y)|q1µ(y)dy

)1/q1

≤ C2knµ(Bk)
− 1

q1
−α

n ,

∫

Bk

|b(y)− bBk
||ak(y)|dy

≤
(∫

Bk

|b(y)− bBk
|q′1µ(y)1−q′1

) 1
q′
1

(∫

Bk

|ak(y)|q1 µ(y)
) 1

q1

≤ C‖b‖Lip
β
(µ)

µ(Bk)
1+ β

n− 1
q1
−α

n ,
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所以

|[b, Il]ak(x)|χj(x)

≤ C2(k−j)(n+1)+jlµ(Bk)
− 1

q1
−α

n
(|b(x)− bBj

|+ |bBj
− bBk

|)

+ C‖b‖Lip
β
(µ)

2−jn+jlµ(Bk)
1+ β

n− 1
q1
−α

n .

首先我们有

2jlq2

∫

Bj

|b(x)− bBj
|q2 µ(x)1−(1− l

n )q2 dx ≤ C‖b‖q2

Lip
β
(µ)

µ(Bj)1+
l+β

n q2 .

事实上, 取 t = (1− 1
q2

) n
l+β

, 由于 1
q2

= 1
q1
− l+β

n
, 所以 t > 1. 由 Hölder 不等式以及 µ ∈ A1,

2jlq2

∫

Bj

|b(x)− bBj
|q2 µ(x)1−(1− l

n )q2 dx

≤ C2jlq2

(∫

Bj

|b(x)− bBj
|q2 t′µ(x)1−q2 t′dx

) 1
t′

(∫

Bj

µ(x)1+
l
n q2 tdx

) 1
t

≤ C‖b‖q2

Lip
β
(µ)

µ(Bj)
1
t′+

β
n q2

(
inf

x∈Bj

µ(x)
) 1

t + l
n q2

|Bj | 1t + l
n q2

≤ C‖b‖q2

Lip
β
(µ)

µ(Bj)1+
l+β

n q2 .

再注意到
∫

Bj

µ(x)1−(1− l
n )q2 dx ≤ C|Bj |(1− l

n )q2 µ(Bj)1−(1− l
n )q2 ,

所以, 由引理 2.4, 当 j > k + 2 时,

µ(Bj)
α
n ‖[b, Il]ak(x)χj(x)‖Lq2 (µ1−(1−l/n)q2 )

≤ C‖b‖Lip
β
(µ)

2(k−j)(n+1)

(
µ(Bj)
µ(Bk)

) 1
q1

+ α
n

+ C‖b‖Lip
β
(µ)

2(k−j)(1−β)

(
µ(Bk)
µ(Bj)

)1+ β
n− 1

q1
−α

n

+ C‖b‖Lip
β
(µ)

(
µ(Bk)
µ(Bj)

)1+ β
n− 1

q1
−α

n

≤ C‖b‖Lip
β
(µ)

(
2(k−j)(n+1)

(
µ(Bj)
µ(Bk)

) 1
q1

+ α
n

+
(

µ(Bk)
µ(Bj)

)1+ β
n− 1

q1
−α

n

)

≤ C‖b‖Lip
β
(µ)

(
2(k−j)(n( 1

q1
−1)−α+1) + 2(k−j)δ(n(1− 1

q1
)+β−α)

)

≤ C‖b‖Lip
β
(µ)

2(k−j)δ(n(1− 1
q1

)+β−α) = C‖b‖Lip
β
(µ)

W (j, k).
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从而可得

M1 ≤ C‖b‖p

Lip
β
(µ)

∞∑
j=−∞

[
j−3∑

k=−∞
|λk|W (j, k)

]p

≤ C‖b‖p

Lip
β
(µ)





∞∑
j=−∞

j−3∑
k=−∞

|λk|pW (j, k)p, 当0 < p ≤ 1

∞∑
j=−∞

[
j−3∑

k=−∞
|λk|pW (j, k)

] [
j−2∑

k=−∞
W (j, k)

]p/p′

, 当p > 1

≤ C‖b‖p

Lip
β
(µ)

∞∑
k=−∞

|λk|p.

综合对M1 和M2 的估计, 得

‖[b, Il]f‖ ˙Kα,p
q2

(µ,µ1−(1−l/n)q2 )
≤ C‖b‖Lip

β
(µ)

( ∞∑
k=−∞

|λk|p
) 1

p

.

再对 f 的所有中心原子分解取下确界即完成证明.

4 定理 1.2 的证明

设 f =
∞∑

k=−∞
λkak, ak 是支集为 Bk 的中心 (α, q1 ;µ, µ) - 原子,

∞∑
k=−∞

|λk|p < ∞, 则

‖[b, Il]f‖p

WK̇α,p
q2

(µ,µ1−(1−l/n)q2 )

≤ Cλp

∞∑
j=−∞

µ(Bj)
αp
n µ1−(1−l/n)q2

({
x ∈ Cj :

∣∣
j−3∑

k=−∞
λk(b(x)− bBk

)Ilak(x)
∣∣ >

λ

3

})p/q2

+ Cλp

∞∑
j=−∞

µ(Bj)
αp
n µ1−(1−l/n)q2

({
x ∈ Cj :

∣∣
j−3∑

k=−∞
λkIl((b− bBk

)ak)(x)
∣∣ >

λ

3

})p/q2

+ Cλp

∞∑
j=−∞

µ(Bj)
αp
n µ1−(1−l/n)q2

({
x ∈ Cj :

∣∣
∞∑

k=j−2

λk[b, Il]ak(x)
∣∣ >

λ

3

})p/q2

=N1 + N2 + N3

由对M2 的估计,

N3 ≤ C

∞∑
j=−∞

µ(Bk)
αp
n

∥∥∥
∞∑

k=j−2

λk([b, Il]ak)χj

∥∥∥
p

Lq2 (µ1−(1−l/n)q2 )

≤ C‖b‖p

Lip
β
(µ)

∞∑
k=−∞

|λk|p.

注意到 α = n(1− 1
q1

) + β, 类似于M1 中的估计, 当 j > k + 2 时,

µ(Bj)
∥∥(b− bBk

)Ilakχj

∥∥
Lq2 (µ1−(1−l/n)q2 )

≤ C‖b‖Lip
β
(µ)

2(k−j)(1−β),
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所以

N1 ≤ C

∞∑
j=−∞

µ(Bk)
αp
n

( ∞∑
k=j−2

|λk| ‖(b− bBk
)Ilakχj‖Lq2 (µ1−(1−l/n)q2 )

)p

≤ C

∞∑
j=−∞

∞∑
k=j−2

|λk|p2(k−j)(1−β)p ≤ C

∞∑
k=−∞

|λk|p.

再注意到, 当 x ∈ Cj , j > k + 2 时,

Il((b− bBk
)ak)(x) ≤

∣∣∣∣
∫

Bk

1
|x− y|n−l

(b(y)− bBk
)ak(y)dy

∣∣∣∣

≤ C2−j(n−l)‖b‖Lip
β
(µ)

µ(Bk)
1+ β

n− 1
q1
−α

n

= C2−j(n−l)‖b‖Lip
β
(µ)

,

所以, 当 x ∈ Cj 时,

∣∣∣∣∣
j−3∑

k=−∞
λkIl(b− bBk

)ak(x)

∣∣∣∣∣ ≤ C2−(n−l)‖b‖Lip
β
(µ)

j−3∑
k=−∞

|λk|

≤ C2−j(n−l)‖b‖Lip
β
(µ)

∞∑
k=−∞

|λk|.

可选取 j0 ∈ Z, 使得

2j0(n−l) ≤ 3C−1λ‖b‖Lip
β
(µ)

∞∑
k=−∞

|λk| ≤ 2(j0+1)(n−l)

成立. 易见, 若 j ≥ j0 + 1, 则

{
x ∈ Cj :

∣∣
j−3∑

k=−∞
λkIl((b− bBk

)ak)(x)
∣∣ >

λ

3

}
= φ,

注意到 µ1−(1−l/n)q2 (Bj) ≤ C|Bj |(1−l/n)q2 µ(Bj)1−(1−l/n)q2 以及 1/q2 = 1/q1 − (l + β)/n, α =
n(1− 1/q1) + β, 0 < p ≤ 1, 因此

N2 ≤ C sup
λ>0

λp

j0∑
j=−∞

µ(Bj)
αp
n (µ1−(1−l/n)q2 (Bj))p/q2

≤ C sup
λ>0

λp

j0∑
j=−∞

2j(n−l)p ≤ C sup
λ>0

λp2j0(n−l)p

≤ C‖b‖p

Lip
β
(µ)

( ∞∑
k=−∞

|λk|
)p

≤ C‖b‖p

Lip
β
(µ)

∞∑
k=−∞

|λk|p.
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综合 N1, N2, N3 的估计,

‖[b, Il]f‖p

WK̇α,p
q2

(µ,µ1−(1−l/n)q2 )
≤ C‖b‖Lip

β
(µ)

( ∞∑
k=−∞

|λk|p
)1/p

.

再对 f 的所有中心原子分解取下确界即完成定理 1.2 的证明.
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THE BOUNDEDNESS OF COMMUTATOR OF FRACTIONAL

INTEGRALS ON WEIGHTED HERZ-TYPE HADRY SPACES
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Abstract: Let [b, Il] denote the commutator generated by fractional integral Il and weighted

Lipschitz function b. By the theory of atomic decomposition of weighed Herz-type Hardy spaces,

we investigate the boundedness of commutator [b, Iα] from weighted Herz-type Hardy spaces to

(weak) weighted Herz-type spaces.
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