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摘要: 本文研究了 N - 弱拟 Armendariz 环的基本性质以及与一些特殊环的关系. 利用某些矩

阵环的特殊性质, 得到了环 R 是 N - 弱拟 Armendariz 环当且仅当环 Tn(R) 是 N - 弱拟 Armendariz

环, 推广了弱拟 -Armendariz 环的相应结果.
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1 引言

文中的所有环均指有单位元的结合环. C(R) 表示环 R 的中心, N(R) 表示环 R 的

所有幂零元集合, Tn(R) 表示环 R 上的 n 阶上三角矩阵环. 在文 [1] 中, Rege 等人引
入了 Armendariz 环的概念, 并研究了 Armendariz 环与半交换环之间的关系. 环 R 称为

Armendariz 环 [1], 如果对任意的 f(x) =
n∑

i=0

aix
i, g(x) =

m∑
j=0

bjx
j ∈ R[x], 满足 f(x)g(x) = 0,

则有 aibj = 0, 对任意的 i, j. 随后, 众多数学工作者对 Armendariz 环以及 Armendariz 环
的推广等相关问题做了些研究 [2−7]. 在文 [2] 中, Liu 和 Zhao 引入和讨论了弱 Armendariz

环. 环 R 称为弱 Armendariz 环 [2], 如果对任意的 f(x) =
n∑

i=0

aix
i, g(x) =

m∑
j=0

bjx
j ∈ R[x],

满足 f(x)g(x) = 0, 则有 aibj ∈ N(R), 对任意的 i, j. 在文 [3] 中, Baser 等人引入了弱拟 -
Armendariz环的概念并研究了它的相关性质. 环R称为弱拟 -Armendariz环 [3],如果对任意
的 f(x) = a0+a1x, g(x) = b0+b1x ∈ R[x],满足 f(x)R[x]g(x) = 0,则有 aiRbj = 0, i, j = 0, 1.

本文引入了 N - 弱拟 Armendariz 环的概念, 通过例子说明了 N - 弱拟 Armendariz 环
是弱拟 -Armendariz 环的真正推广, 并且给出了 N - 弱拟 Armendariz 环的等价刻画以及它
与一些特殊环之间的关系.

2 主要结果

定义 2.1 环R称为N -弱拟Armendariz环,如果 f(x) = a0+a1x, g(x) = b0+b1x ∈ R[x],
满足 f(x)R[x]g(x) = 0, 则有 aiRbj ⊆ N(R), i, j = 0, 1.

引理 2.2 [8,n 2.1] 设 f(x), g(x) ∈ R[x], 则 f(x)Rg(x) = 0 当且仅当 f(x)R[x]g(x) = 0.

设 R 为环, M 为 (R, R) - 双模, R 对于M 的平凡扩张 T (R, M) = R
⊕

M, 其中运算为

(r1,m1) + (r2,m2) = (r1 + r2,m1 + m2), (r1,m1)(r2,m2) = (r1r2, r1m2 + m1r2).
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易知 T (R, M) ∼=
{(

r m

0 r

)
|r ∈ R, m ∈ M

}
.

记

Sn(R) =








a a12 · · · a1n

0 a · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · a


 |a, aij ∈ R





(n ≥ 2).

由文 [3, 例 2.5] 可知, 若 R 是弱拟 -Armendariz 环, Sn(R) 不是弱拟 -Armendariz 环, 但对于
N - 弱拟 Armendariz 环却有以下结论.

定理 2.3 设 R 是环, 则下列命题等价:

(1) R 是 N - 弱拟 Armendariz 环;

(2) Tn(R) 是 N - 弱拟 Armendariz 环, 对任意 n ≥ 2;

(2′) Tn(R) 是 N - 弱拟 Armendariz 环, 对某个 n ≥ 2;

(3) Sn(R) 是 N - 弱拟 Armendariz 环, 对任意 n ≥ 2;

(3′) Sn(R) 是 N - 弱拟 Armendariz 环, 对某个 n ≥ 2;

(4) T (R, R) 是 N - 弱拟 Armendariz 环.

证 (1) ⇒ (2) 设 f(x) = A0+A1x, g(x) = B0+B1x ∈ Tn(R)[x],有 f(x)Tn(R)[x]g(x) = 0,

其中

Ai =




ai
11 ai

12 · · · ai
1n

0 ai
22 · · · ai

2n

· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · ai

nn


, Bj =




bj
11 bj

12 · · · bj
1n

0 bj
22 · · · bj

2n

· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · bj

nn


, i, j = 0, 1.

易证存在环同构 Tn(R)[x] → Tn(R[x]);

n∑
i=0




ai
11 ai

12 · · · ai
1n

0 ai
22 · · · ai

2n

· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · ai

nn


xi 7→




n∑
i=0

ai
11x

i
n∑

i=0

ai
12x

i · · ·
n∑

i=0

ai
1nxi

0
n∑

i=0

ai
22x

i · · ·
n∑

i=0

ai
2nxi

· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · ·

n∑
i=0

ai
nnxi




.

则可令

f(x) =




f11 f12 · · · f1n

0 f22 · · · f2n

· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · fnn


, g(x) =




g11 g12 · · · g1n

0 g22 · · · g2n

· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · gnn


,

其中 fst = ao
st + a1

stx, gvw = bo
vw + b1

vwx (1 ≤ s, t, v, w ≤ n). 故对任意的 r ∈ R, 由
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f(x)Tn(R)[x]g(x) = 0，得



f11 f12 · · · f1n

0 f22 · · · f2n

· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · fnn







r 0 · · · 0
0 r · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · r







g11 g12 · · · g1n

0 g22 · · · g2n

· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · gnn




=




f11rg11 ∗ · · · ∗
0 f22rg22 · · · ∗
· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · fnnrgnn


 = 0.

因此 fssRgss = 0, 即 fssR[x]gss = 0, s = 1, 2, · · · , n. 由于 R 是 N - 弱拟 Armendariz 环, 所
以 ai

ssRbj
ss ⊆ N(R).

下证 AiTn(R)Bj ⊆ N(Tn(R)). 任取

C =




c11 c12 · · · c1n

0 c22 · · · c2n

· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · cnn


 ∈ Tn(R),

则

AiCBj =




ai
11c11b

j
11 ∗ · · · ∗

0 ai
22c22b

j
22 · · · ∗

· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · ai

nncnnbj
nn


,

ai
ssRbj

ss ⊆ N(R), 所以对任意的 s 及 i, j, 存在mc
ijs ∈ N+, 使得 (ai

sscssb
j
ss)

mc
ijs = 0. 令mc

ij =

max{mc
ij1,m

c
ij2, · · · ,mc

ijn}, 则 (ai
ttcttb

j
tt)

mc
ij = 0, t = 1, 2, · · · , n, 因此

(
(AiCBj)mc

ij

)n

= 0.

所以 Tn(R) 是 N - 弱拟 Armendariz 环, 对任意 n ≥ 2.
(2) ⇒ (2′) 显然成立.
(2′) ⇒ (1) 设 f(x) = a0 + a1x, g(x) = b0 + b1x ∈ R[x], 有 f(x)R[x]g(x) = 0. 则




f(x)
f(x)

. . .

f(x)




Tn(R[x])




g(x)
g(x)

. . .

g(x)




= 0,

Tn(R)[x] ∼= Tn(R[x]),

于是 





a0

a0

. . .

a0




+




a1

a1

. . .

a1




x




Tn(R)[x]
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





b0

b0

. . .

b0




+




b1

b1

. . .

b1




x




= 0.

由于 Tn(R) 是 N - 弱拟 Armendariz 环, 所以



ai

ai

. . .

ai




Tn(R)




bj

bj

. . .

bj



⊆ N(Tn(R)), i, j = 0, 1.

特别地, 对任意的 r ∈ R, 存在 nr
ij ∈ N+, 使得







ai

ai

. . .

ai







r

r
. . .

r







bj

bj

. . .

bj







nr
ij

= 0,

则 (airbj)nr
ij = 0, 于是 aiRbj ⊆ N(R). 所以 R 是 N - 弱拟 Armendariz 环.

(1) ⇒ (3) ⇒ (3′) ⇒ (1) 与上述证明过程类似.
(1) ⇒ (3) ⇒ (4) ⇒ (1) 易证, 从而得证.
注 由定义可知, 弱拟 -Armendariz 环一定是 N - 弱拟 Armendariz 环.
下面的例子说明了反之是不成立的.
例 2.4 设W 为约化环, 由文 [3, 例 2.5] 可知 R = T (W,W ) 为弱拟 -Armendariz 环, 且

S3(R) 不是弱拟 -Armendariz 环, 但由定理 2.3 知 Sn(R) 为N - 弱拟 Armendariz 环, 对任意
n ≥ 2.
引理 2.5 [3] 若R是半素环,则 aRb = 0当且仅当 bRa = 0,且若 aRbRa = 0,则 aRb = 0,

任意的 a, b ∈ R.

引理 2.6 若 R 是半素环, 则 R[x] 是 N - 弱拟 Armendariz 环.
证 由文 [3, 定理 2.7] 可以直接得出该结论, 下面给出该引理的另一种证法.
设F (y) = f0+f1y, G(y) = g0+g1y ∈ R[x][y], fi, gj ∈ R[x], i, j = 0, 1,有F (y)R[x][y]G(y) =

0, 即 F (y)R[x]G(y) = 0. 则对任意的 f(x) ∈ R[x],

f0fg0 = 0, f0fg1 + f1fg0 = 0, f1fg1 = 0.

由文 [9, 定理 10.19] 知, 环 R 是半素的当且仅当环 R[x] 是半素的. f0fg0 = 0, 由引理 2.5 知
g0ff0 = 0, 即 g0R[x]f0 = 0. 任取 h(x) ∈ R[x], 在 f0fg1 + f1fg0 = 0 两边同时右乘 hf0, 则有

f0fg1hf0 = −f1fg0hf0 = 0.

由引理 2.5 知 f0fg1 = 0, 故 fifgj ∈ N(R[x]), 即 fiR[x]gj ⊆ N(R[x]), i, j = 0, 1. 所以R[x] 是
N - 弱拟 Armendariz 环.
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引理 2.7 若 R[x] 是 N - 弱拟 Armendariz 环, 则 R 是 N - 弱拟 Armendariz 环.
证 设 f(x) = a0 + a1x, g(x) = b0 + b1x ∈ R[x], 有 f(x)R[x]g(x) = 0, 即 f(x)Rg(x) = 0.

则对任意的 r ∈ R,

a0rb0 = 0, a0rb1 + a1rb0 = 0, a1rb1 = 0.

令 p(y) = a0 + a1y, q(y) = b0 + b1y ∈ R[x][y].
下证 p(y)R[x]q(y) = 0. 对任意的 r ∈ R, t ∈ N, 由上面的三个等式可知,

p(y)(rxt)q(y) = (a0rb0)xt + (a0rb1 + a1rb0)xty + (a1rb1)xty2 = 0.

于是 p(y)R[x]q(y) = 0, 即 p(y)R[x][y]q(y) = 0. 由于 R[x] 是 N - 弱拟 Armendariz 环, 所以
aiR[x]bj ⊆ N(R[x]). 特别地, aiRbj ⊆ N(R), i, j = 0, 1. 所以 R 是 N - 弱拟 Armendariz 环.
由引理 2.6, 引理 2.7 可即得,
定理 2.8 若 R 是半素环, 则 R 是 N - 弱拟 Armendariz 环.
注 1) 由文 [3, 定理 2.7] 也可推出该定理成立.
2) 例 2.4 说明了该定理的逆命题不成立.

事实上, 令 a =

(
0 1
0 0

)
∈ R, 任意的

(
w11 w12

0 w11

)
∈ R,

(
0 1
0 0

)(
w11 w12

0 w11

)(
0 1
0 0

)
= 0,

即 aRa = 0, 但 a 6= 0, 所以 R 不是半素环.
命题 2.9 设 e 是环 R 的中心幂等元. 则 R 是 N - 弱拟 Armendariz 环当且仅当 eR 和

(1− e)R 都是 N - 弱拟 Armendariz 环.
证 (⇒) 设 f(x) = a0 + a1x, g(x) = b0 + b1x ∈ (eR)[x], 有 f(x)(eR)[x]g(x) = 0, 即

f(x)(eR)g(x) = 0. 又 f(x)e = f(x). 故对任意的 r ∈ R, f(x)rg(x) = f(x)(er)g(x) = 0, 即

f(x)R[x]g(x) = 0. 由于 R 是 N - 弱拟 Armendariz 环, 所以 aiRbj ⊆ N(R), i, j = 0, 1, 则对

任意的 er ∈ eR, r ∈ R, ai(er)bj = (aie)rbj = airbj ∈ N(R)
⋂

eR = N(eR). 所以 eR 是 N -
弱拟 Armendariz 环, 类似可证 (1− e)R 是 N - 弱拟 Armendariz 环.

(⇐) 设 f(x) = a0 +a1x, g(x) = b0 +b1x ∈ R[x],有 f(x)R[x]g(x) = 0,即 f(x)Rg(x) = 0.
故对任意的 r ∈ R,

ef(x)(er)eg(x) = ef(x)rg(x) = 0, (1− e)f(x)(1− e)r(1− e)g(x) = (1− e)f(x)rg(x) = 0.

即

ef(x)(eR)[x]eg(x) = 0, (1− e)f(x)((1− e)R)[x](1− e)g(x) = 0.

由于 eR 和 (1− e)R 都是N - 弱拟 Armendariz 环, 所以对任意的 r ∈ R, 存在 nr
ij ,m

r
ij ∈ N+,

使得

[(eai)(er)(ebj)]n
r
ij = e(airbj)nr

ij = 0, [(1− e)ai((1− e)r)(1− e)bj ]m
r
ij = (1− e)(airbj)mr

ij = 0.
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令 kr
ij = max{nr

ij ,m
r
ij}, 则

e(airbj)kr
ij = 0, (1− e)(airbj)kr

ij = 0, (airbj)kr
ij = e(airbj)kr

ij + (1− e)(airbj)kr
ij = 0,

于是 aiRbj ⊆ N(R), i, j = 0, 1. 所以 R 是 N - 弱拟 Armendariz 环.
环 R 称为 nil- 半交换的 [10], 若对任意的 a, b ∈ R, ab ∈ N(R), 有 aRb ⊆ N(R). I C R 称

为 nil - 半交换的, 若 I 满足上述条件.
命题 2.10 设 R 是环, 则有
(1) 若 R 是 N - 弱拟 Armendariz 环, L 为 C(R) 的零化子, 则 R/L 是 N - 弱拟

Armendariz 环.
(2) I C R, 若 R/I 是 N - 弱拟 Armendariz 环, I 是 nil- 半交换的, 则 R 是 N - 弱拟

Armendariz 环.
证 (1) ∅ 6= C(R) = {s ∈ R|sr = rs, r ∈ R}, 令 ā = a + L, a ∈ R, R̄ = R/L. 设

f̄(x) = ā0 + ā1x, ḡ(x) = b̄0 + b̄1x ∈ R̄[x], 有 f̄(x)R̄[x]ḡ(x) = 0̄.

下证 āiR̄b̄j ⊆ N(R̄), i, j = 0, 1, f̄(x)R̄[x]ḡ(x) = 0̄, 故对任意的 r̄ ∈ R̄, f̄(x)r̄ḡ(x) = 0̄, 则

a0rb0, a0rb1 + a1rb0, a1rb1 ∈ L, 所以对任意的 s ∈ C(R),

s(a0rb0) = 0, s(a0rb1 + a1rb0) = 0, s(a1rb1) = 0.

则 (sa0 + sa1x)R(b0 + b1x) = 0, 即 (sa0 + sa1x)R[x](b0 + b1x) = 0. 由于 R 是 N - 弱拟
Armendariz 环, 所以对任意的 r ∈ R, 存在 nr

ij ∈ N+, 使得 (sairbj)nr
ij = snr

ij (airbj)nr
ij = 0,

则 (airbj)nr
ij ∈ L(s ∈ C(R) ⇒ snr

ij ∈ C(R)), 于是 āiR̄b̄j ⊆ N(R̄), i, j = 0, 1. 所以 R/L 是 N

- 弱拟 Armendariz 环.
(2) 设 f(x) = a0 + a1x, g(x) = b0 + b1x ∈ R[x], 有 f(x)R[x]g(x) = 0, 即 f(x)Rg(x) = 0.

则对任意的 r ∈ R,
a0rb0 = 0, a0rb1 + a1rb0 = 0, a1rb1 = 0.

另一方面 f̄(x)R̄ḡ(x) = 0̄,由于 R̄是N -弱拟Armendariz环,所以 āiR̄b̄j ⊆ N(R̄), i, j =
0, 1. 故对任意的 r ∈ R, 存在 nr

ij ∈ N+, 使得 (airbj)nr
ij ∈ I, 令 (a0rb1)p ∈ I, p ∈ N+.

下证 a0rb1 ∈ N(R). 由 a0rb0 = 0 得 (b0a0r)2 = 0, 于是

(a1rb0)(a0rb1)p+1a1r(b0a0r)2(b0(a0rb1)p+1) = 0.

因为

(a1rb0)(a0rb1)p+1a1r(b0a0r) ∈ I, (b0a0r)(b0(a0rb1)p+1) ∈ I, b1(a0rb1)pa1r ∈ I,

且 I 是 nil - 半交换的, 所以

(a1rb0)(a0rb1)p+1a1r(b0a0r)b1(a0rb1)pa1r(b0a0r)(b0(a0rb1)p+1) ∈ N(I).

即

[(a1rb0)(a0rb1)p+1]2a1r(b0a0r)(b0(a0rb1)p+1) ∈ N(I).
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继续此过程可得, [(a1rb0)(a0rb1)p+1]4 ∈ N(I),于是 (a1rb0)(a0rb1)p+1 ∈ N(I).在等式 a0rb1+
a1rb0 = 0 两边同时右乘 (a0rb1)p+1, 则有

(a0rb1)p+2 = −(a1rb0)(a0rb1)p+1 ∈ N(I).

这样 a0rb1 ∈ N(I) ⊆ N(R), 则 aiRbj ⊆ N(R), i, j = 0, 1. 所以 R 是 N - 弱拟 Armendariz
环.

推论 2.11 若 R 是 nil - 半交换环, 则 R 是 N - 弱拟 Armendariz 环.

x ∈ R 称为正则的 [11], 若对任意的 0 6= r ∈ R, rx 6= 0, xr 6= 0.

命题 2.12 设4 为 R 中中心正则元构成的乘法封闭子集. 则 R 是N - 弱拟 Armendariz
环当且仅当4−1R 是 N - 弱拟 Armendariz 环.

证 (⇒) 设 F (x) = α0 +α1x,G(x) = β0 +β1x ∈ (4−1R)[x],有 F (x)(4−1R)[x]G(x) = 0,

即

F (x)(4−1R)G(x) = 0,

其中 αi = u−1ai, βj = v−1bj , u, v ∈ 4, ai, bj ∈ R. 故对任意的 w−1r ∈ 4−1R,

0 = u−1(a0 + a1x)(w−1r)v−1(b0 + b1x) = (uwv)−1(a0 + a1x)r(b0 + b1x).

令 f(x) = a0+a1x, g(x) = b0+b1x,则 f(x), g(x) ∈ R[x],且 f(x)Rg(x) = 0,即 f(x)R[x]g(x) =
0. 由于 R 是 N - 弱拟 Armendariz 环, 所以对任意的 r ∈ R, 存在 nr

ij ∈ N+, 使得

(airbj)nr
ij = 0, 则

[(uwv)−1airbj ]n
r
ij = 0,

即 (uwv)−1airbj ∈ N(4−1R), i, j = 0, 1, 则 αi(4−1R)βj ⊆ N(4−1R). 所以4−1R 是N - 弱
拟 Armendariz 环.

(⇐) 设 f(x) = a0 +a1x, g(x) = b0 +b1x ∈ R[x],有 f(x)R[x]g(x) = 0,即 f(x)Rg(x) = 0.

故对任意的 r ∈ R, w ∈ 4, 0 = w−1f(x)rg(x) = f(x)(w−1r)g(x), 则

f(x)(4−1R)g(x) = 0,

即 f(x)(4−1R)[x]g(x) = 0. 由于 4−1R 是 N - 弱拟 Armendariz 环, 所以对任意的
w−1r ∈ 4−1R, 存在 nwr

ij ∈ N+, 使得 [ai(w−1r)bj ]n
wr
ij = 0, 则 (airbj)nwr

ij = 0, 于是 aiRbj ⊆
N(R), i, j = 0, 1. 所以 R 是 N - 弱拟 Armendariz 环.

环 R[x;x−1] = {
n∑

i=k

mix
i|mi ∈ R, k, n ∈ Z}, 其中加法和乘法运算与 R[x] 中相同.

推论 2.13 设 R 为环. 则 R[x] 是 N - 弱拟 Armendariz 环当且仅当 R[x;x−1] 是 N - 弱
拟 Armendariz 环.

证 令4 = {1, x, x2, · · · },则4为R[x]中中心正则元构成的乘法封闭子集. R[x;x−1] =
4−1R[x], 由命题 2.12 即证.
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N-WEAK QUASI ARMENDARIZ RINGS
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Abstract: In this paper, the basic properties and the relations with some special rings of

N -weak quasi Armendariz rings are studied. By using particular properties of some matrix rings,

we show that a ring R is a N -weak quasi Armendariz ring if and only if the ring Tn(R) is a N -weak

quasi Armendariz ring, which generalizes the corresponding results of weak quasi-Armendariz

rings.
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