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摘 要: 本文研究了社会弱势群体在公共资源中的分配问题. 利用限制对策定义和线性代

数方法, 获得了一般化的图限制合作对策下的 α - 协调值 (α-Coordination value) 和 α 一致值

(α-Consensus value). 最后, 通过对河流水资源分配问题的求解, 推广了协调值和一致值在实际问题中

较Myerson 值的优越性.
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1 引言

社会公共资源在社会群体中的分配主要依据群体对社会的贡献, 然而, 社会群体中存在
一些弱势群体, 他们在社会活动中体现不出合作的价值, 即无法做出多于个人基本能力的贡
献. 也就是说, 在与别人合作的过程中, 他们同自己单干时并无差异, 对集体没有额外贡献.
如果仅按照群体对社会的贡献进行资源分配, 弱势群体所得到的资源较少, 这无疑限制了弱
势群体的持续发展. 因此, 对于弱势群体的资源分配就是一个迫待解决的社会问题, 而河流水
资源分配问题 (见文 [1]) 是我们常见的公共资源分配问题之一, 本文旨在提供河流水资源分
配中社会对弱势群体的资助方式.
设有一条具有若干支流的河流, 沿河岸分布着若干个村庄, 每个村庄都依靠河中的水资

源进行生活和生产. 倘若沿河流相邻的两个村庄之间不合作, 则可能影响到他们甚至其他村
庄的生活和生产, 例如上游的村庄用水过多或者对水资源造成了污染, 都将不利于下游村庄
对水资源的正常使用. 因此村庄之间可以通过合作, 即合理分配水资源来提高总体收益. 若由
于地理位置, 位于山区的一个村庄缺乏经济收入来源, 称该村是一个贫困村, 它在与其他村庄
进行合作时, 对集体的收益没有任何额外贡献. 对于贫困村这样的弱势群体的收益分配, 可以
运用合作对策中的解来进行分析.
在经典合作对策中, 通常假设任意参与者都可以自由结盟并能获得相应的收益, 但在现

实生活中, 尤其是经济领域, 由于参与者之间存在竞争或者矛盾, 所以只有部分联盟可以形
成, 其结构用图、拟阵等更易于描述. Myerson(见文 [2]) 最早提出图限制下合作对策的概念,
即合作对策中参与者的合作结构由一个无向图表示, 其中图上的节点表示合作对策中的参与
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者, 两节点之间的链接 (边) 表示参与者之间的直接合作关系, 给出了图限制下合作对策的
Myerson 值, 并对其进行公理化.
由于村庄所处上下游及河岸两侧的关系, 所以村庄之间的合作受其地理位置限制. 如果

用图的节点表示沿着河流分布的这些村庄, 图的链接表示村庄之间的合作关系, 那么村庄之
间的合作结构可以用图表示, 河流水资源分配问题就可以抽象为求图限制下合作对策的解的
模型. 河流模型可以用下图简单表示: 如果按照图限制下合作对策的 Myerson 值分配收益,

图 1: 具有分支的河流模型

合作并未使贫困村庄提高自己的收益, 这对于贫困村庄的持续发展无益. 在现实生活中, 由于
一些外界因素 (如政府调控、社会资助等), 贫困村可以从其他村庄得到一定的资助, 即弱势群
体得到额外的支付.
本文将给出图限制下合作对策的一些解的概念, 并运用有效性、对称性、(做出某些更改

后的) 哑元性及可加性对这些解分别进行公理化. 针对河流水资源分配问题, 指出了本文中
所提出的解在分配联盟收益时给予了弱势群体应有的照顾, 比Myerson 值更具有现实意义.

2 图限制下合作对策的解

合作对策可以用一个二元有序对 〈N, v〉 表示, 其中 N = {1, 2, · · · , n} 是参与者的集合.
N 的一个元素 (i ∈ N) 和一个子集 (S ⊆ N) 分别被称为参与者和联盟, s 表示联盟 S 中参与

者的数目. 特别的, N 表示大联盟, n 是大联盟的参与者数. v : 2N −→ R(2N = {S|S ⊆ N}
表示 N 的所有子联盟的集合, R 表示实数域) 是合作对策的特征函数且 v(∅) = 0, v(S) 表示
联盟 S 中的参与者通过合作而获得的收益. GN 表示具有参与者集 N 的合作对策空间. 对于
每个合作对策 〈N, v〉 ∈ GN , 解指的是收益向量 ϕ(N, v) = (ϕi(N, v))i∈N ∈ Rn, 其中 ϕi(N, v)
表示参与者 i 参与该联盟合作所获得的报酬.
设参与者的集合为 N = {1, 2, · · · , n}, 图 L 是 N 上的一个不包含圈的无向图, 即 N 中

不同元素的无序对的集合, 无序对 {i, j} ∈ L 称为链接. 用 g(N) 表示 N 上所有不包含圈的

无向图的集合. 为了叙述方便, 我们需要介绍几个图限制下合作对策中常用的记号.
(i) 对于任意的 S ⊆ N , L ∈ g(N), i, j ∈ S, 如果 L 上包含一条在 S 中连接 i 与 j 的路

径, 则称 i 与 j 在 S 中是由 L 连通的.
(ii) 已知图 L ∈ g(N), 如果限制在 S ⊆ N 上的子图 L|S = {{i, j} ∈ L|i, j ∈ S, i 6= j} 是

连通的, 则 S 是连通联盟. 在图 L 上, N 中所有连通联盟的集合记为 CL(N), S ⊆ N 中所有

连通联盟的集合记为 CL(S).
(iii) 联盟 S ⊆ N 中的最大连通联盟称为分支. 在图 L ∈ g(N) 上, 联盟 S ⊆ N 的分支

的集合记为 S/L, 联盟 N 的分支的集合记为 N/L.
(iv) N\T = {i ∈ N |i 6∈ T}.
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定义 2.1 图限制下的合作对策用三元有序对 〈N, v, L〉 表示, 其中 N = {1, 2, · · · , n} 为
参与者集合, L ∈ g(N), v : CL(N) → R 是对策的特征函数.
对于给定的图 L ∈ g(N), 参与者集为 N 的图限制下合作对策空间记为 GL

N . 在不引起
混淆的情况下, 对策 〈N, v, L〉 ∈ GL

N 可以简记为 〈v, L〉. 图限制下合作对策的解是一个映
射 ϕ : GL

N → Rn. 如果 〈v, L〉 ∈ GL
N , 则 ϕi(v, L) 表示按照分配方案 ϕ 将图限制下合作对策

〈v, L〉 中的收益分配给第 i 个参与者的支付, 即

(ϕi(v, L))i∈N = (ϕ1(v, L), ϕ2(v, L), · · · , ϕn(v, L)).

在经典合作对策中, 通常假设任意参与者都可以自由结盟并能获得相应的收益, 但在图
限制下合作对策中, 仅连通联盟的参与者之间可以合作.
定义 2.2 图限制下合作对策 〈v, L〉 ∈ GL

N , 其相关的限制对策 〈N, vL〉 定义为

vL(S) =
∑

C∈S/L

v(C), S ⊆ N.

一个经典合作对策 〈N, v〉 ∈ GN , 对于参与者 i ∈ N , 如果 v(S ∪ {i}) = v(S) + v({i}),
S ⊆ N\{i}, 我们则称参与者 i 为哑元. 图限制下合作对策 〈v, L〉 ∈ GL

N , 对于 i ∈ N ,
S ⊆ N\{i}, 如果有 vL(S ∪ {i}) = vL(S) + vL({i}), 我们称 i 为哑元. 河流水资源分配问题中
的弱势群体就是图限制合作对策下的哑元参与者, 河流水资源分配问题中弱势群体的资源分
配就可以抽象为求解图限制合作对策中哑元的收益.
在经典合作对策中, Shapley (见文 [3]) 根据参与者对联盟的边缘贡献提出 Shapley 值,

其表达形式是

Shi(N, v) =
∑
S⊆N
S3i

(n− s)!(s− 1)!
n!

[v(S)− v(S\{i})], i ∈ N.

Shapley 值给予哑元的分配是其单干时的收益. 对于任意的图限制下合作对策对策 〈v, L〉 ∈
GL

N , 通过定义其相关的限制对策 〈N, vL〉, Myerson 在 1977 年提出Myerson 值为

Mi(v, L) = Shi(N, vL), i ∈ N.

对于哑元参与者, Myerson 值有着与 Shapley 值相同的缺点, 也就是说如果用Myerson 值求
解河流水资源分配问题, 弱势群体能拿到的只有它们单干时的收益, 并未体现与联盟合作的
优势, 这不利于它们的生活和生产. 为此, 在图限制下, 我们需要寻求能够促进哑元的持续发
展的解.
参与者合作产生一定的收益, 最简单的分配方式就是将收益均分给每一个参与者, 平均

值 ( Egalitarian value) 为 Ei(N, v) = v(N)
n

, i ∈ N. 将经典合作对策下的平均值推广到图限制

上, 再结合Myerson 值, 我们提出了图限制下合作对策的协调值.
定义 2.3 图限制下合作对策 〈v, L〉 ∈ GL

N 的协调值 (Coordination value) 定义为

Cooi(v, L) =
1
2
Mi(v, L) +

1
2
Ei(N, vL), i ∈ N.

对于联盟中的所有参与者, 平均值作无差异对待, 和参与者的个人能力无丝毫关系, 是
共产主义的体现. 但这也正显示了平均值的过于追求公平, 对那些多劳者可言不够合理.
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Driessen(见文 [4]) 通过将大联盟的额外收益平均分配给每个参与者而提出 Center-of-gravity
of Imputation-set value(CIS 值)

CISi(N, v) = v({i}) +
1
n

[v(N)−
∑
j∈N

v({j})], i ∈ N.

CIS 值在每个参与者单干所能得到的报酬的基础上, 给予哑元和其他参与者相同的奖励, 较
平均值更公平, 同时资助了弱势群体. 与Myerson 值相结合, 我们提出
定义 2.4 图限制下合作对策 〈v, L〉 ∈ GL

N 的协调值 (Consensus value) 定义为

Coni(v, L) =
1
2
Mi(v, L) +

1
2
CISi(N, vL), i ∈ N.

Ju Yuan (见文 [5]) 根据二人对策的标准解提出一般合作对策下的 consensus 值, 是
Shapley 值和 CIS 值的凸组合, 并将其进行一般化推广.

3 图限制下合作对策的解的公理化及推广

在经典合作对策中, 一致对策是合作对策空间的一组基. 同样地, 在图限制合作对策中依
然有一致对策 (见文 [2]) 的概念.
图限制合作对策空间 GL

N 中, 对任意的 T ∈ CL(N), 定义一致对策 〈UT , L〉, 其中
UT : CL(N) → R 为

UT (S) =

{
1, T ⊆ S,

0, 其它,

一致对策 〈UT , L〉 的主要性质有
(i) 如果 i ∈ N\T , 则 i 是对策 〈UT , L〉 的哑元;
(ii) {UT |T ∈ CL(N), T 6= ∅} 是图限制下合作对策空间 GL

N 的一组基.
对于任意的对策 〈v, L〉, 〈w, L〉 ∈ GL

N , 定义 (v + w)(T ) = v(T ) + w(T ), T ∈ CL(N). 下
面介绍图限制下合作对策解的几个性质.
令 ϕ : GL

N → Rn 是一个图限制下合作对策的单值解.
(1) 有效性 对于 〈v, L〉 ∈ GL

N , 有
∑

i∈N ϕi(v, L) = vL(N).
(2) 对称性 对于 〈v, L〉 ∈ GL

N , 如果 vL(S ∪ {i}) = vL(S ∪ {j}), 其中 i, j ∈ N , S ⊆
N\{i, j}, 则有 ϕi(v, L) = ϕj(v, L).

(3) 协调哑元性 对于 〈v, L〉 ∈ GL
N , i ∈ N , 如果参与者 i 是哑元, 则有

ϕi(v, L) =
1
2
v({i}) +

vL(N)
2n

.

(4) 一致哑元性 对于 〈v, L〉 ∈ GL
N , i ∈ N , 如果参与者 i 是哑元, 则有

ϕi(v, L) =
1
2
v({i}) +

1
2

[
v({i}) +

vL(N)−∑
j∈N v({j})

n

]
.

(5) 可加性 对于 〈v, L〉, 〈w, L〉 ∈ GL
N , 有 ϕi(v + w, L) = ϕi(v, L) + ϕi(w, L), i ∈ N .

引理 3.1 图限制下合作对策 〈v, L〉 ∈ GL
N 的协调值 Coo(v, L) 满足有效性、对称性、协

调哑元性和可加性.
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证 因为 Shapley 值和平均值均满足有效性、对称性和可加性, 故而图限制下合作对策
的协调值也满足有效性、对称性和可加性.
对于对策 〈v, L〉 ∈ GL

N 中的哑元参与者 i ∈ N , 有 Mi(v, L) = v({i}) 和 Ei(N, vL) =
vL(N)

n
, 所以图限制下合作对策的协调值满足协调哑元性.
定理 3.2 对于 〈v, L〉 ∈ GL

N , 图限制下合作对策的协调值 Con(v, L) 是唯一满足有效性、
对称性、协调哑元性和可加性的解.
证 存在性 由引理 3.1 可知图限制下合作对策的协调值 Con(v, L) 是满足有效性、对称

性、协调哑元性和可加性.
唯一性 设ψ : GL

N → Rn 满足有效性、对称性、协调哑元性和可加性. 考虑对策 〈βUT , L〉,
其中 T ∈ CL(N) 且 T 6= ∅, β ∈ R. 对于任意的 i ∈ N\T , i 在对策 〈βUT , L〉 中是哑元.
由协调哑元性知 ψi(βUT , L) = β

2n
, i ∈ N\T, 再由有效性得

ψi(βUT , L) =

{
β
2n

, i ∈ N\T ,
(n+t)β

2nt
, i ∈ T .

我们可以得到对于任意的 T ∈ CL(N)且 T 6= ∅, ψ(βUT , L)是唯一确定的. 而 {〈UT , L〉 ∈
GL

N |T ∈ CL(N), T 6= ∅} 是图限制下合作对策空间 GL
N 的一组基, 结合 ψ 的可加性, 这说明

了 ψ(v, L) 是唯一的, 〈v, L〉 ∈ GL
N . 这样, 如果 ψ 存在, 则 ψ 唯一.

引理 3.3 图限制下合作对策 〈v, L〉 ∈ GL
N 的一致值 Con(v, L) 满足有效性、对称性、一

致哑元性和可加性.
证 因为 Shapley 值和 CIS 值均满足有效性、对称性和可加性, 故而图限制下合作对策

的一致值也满足有效性、对称性和可加性.
对于对策 〈v, L〉 ∈ GL

N 中的哑元参与者 i ∈ N , 有Mi(v, L) = v({i}) 和 CISi(N, vL) =
v({i}) + 1

n

[
vL(N)−∑

j∈N v({j})], 所以图限制下合作对策的一致值满足一致哑元性.
定理 3.4 对于 〈v, L〉 ∈ GL

N , 图限制下合作对策的一致值 Con(v, L) 是唯一满足有效性、
对称性、一致哑元性和可加性的解.
证 存在性 由引理 3.2 可知图限制下合作对策的一致值 Con(v, L) 是满足有效性、对称

性、一致哑元性和可加性.
唯一性 设ψ : GL

N → Rn 满足有效性、对称性、一致哑元性和可加性. 考虑对策 〈βUT , L〉,
其中 T ∈ CL(N) 且 T 6= ∅, β ∈ R. 对于任意的 i ∈ N\T , i 在对策 〈βUT , L〉 中是哑元.

(1) 当 t = 1, 即 T = {j} , j ∈ N 时, 由一致哑元性知 ψi(βUT , L) = 0, i ∈ N\T. 再由

有效性得

ψi(βUT , L) =

{
0, i ∈ N\{j},
β, i = j.

(2) 当 t > 2 时, 由一致哑元性知 ψi(βUT , L) = β
2n

, i ∈ N\T. 对于 j, k ∈ T , 有
βUT (S ∪ {j}) = βUT (S ∪ {k}, S ⊆ N\{j, k}. 根据对称性可得 ψj(βUT , L) = ψk(βUT , L). 再
由有效性得

ψi(βUT , L) =

{
β
2n

, i ∈ N\T ,
β(n+t)

2nt
, i ∈ T .
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综合 (1) 和 (2), 可以得到对于任意的 T ∈ CL(N) 且 T 6= ∅, ψ(βUT , L) 是唯一确定的.
而 {〈UT , L〉 ∈ GL

N |T ∈ CL(N), T 6= ∅} 是图限制下合作对策空间 GL
N 的一组基, 结合 ψ 的可

加性, 这说明了 ψ(v, L) 是唯一的, 〈v, L〉 ∈ GL
N . 这样, 如果 ψ 存在, 则 ψ 唯一.

Myerson 值是根据哑元的个人能力对其支付报酬, 是功利主义的体现, 它给予哑元的分
配不会多于他们单干时的收益. 平均值和 CIS 值认为所有参与者包括哑元都是平等的, 他们
给予哑元的支付是在哑元个人能力的基础上并作出适当的补助. 我们为了均衡功利主义和平
等主义, 选择了平分图限制合作对策上的这些值来形成图限制合作对策下的协调值和一致
值. 但在实际生活中, 这两种思想之间存在交涉, 其谈判结果可能偏于功利主义也可能偏于平
等主义, 因此社会给予弱势群体的帮助在不同环境中的偏向是不相同的, 故我们将图限制合
作对策下的协调值和一致值进一步推广, 提出图限制合作对策下的 α- 协调值和 α- 一致值,
α ∈ [0, 1].
定义 3.5 图限制下合作对策 〈v, L〉 ∈ GL

N 的 α - 协调值 (α-Coordination value) 定义为

Cooα
i (v, L) = αMi(v, L) + (1− α)Ei(N, vL), i ∈ N.

Myerson 值和 CIS(N, vL) 的调节比例也因时因地而异, 所以有
定义 3.6 图限制下合作对策 〈v, L〉 ∈ GL

N 的 α- 一致值 (α-Consensus value) 定义为

Conα
i (v, L) = αMi(v, L) + (1− α)CISi(N, vL), i ∈ N.

为了刻画这两个解的公平合理性, 我们需要对上述的协调哑元性和一致哑元性作出适当
的变化.

(6) α - 协调哑元性 对于 〈v, L〉 ∈ GL
N , i ∈ N , 如果参与者 i 是哑元, 则有

ϕi(v, L) = αv({i}) + (1− α)
vL(N)

n
.

(7) α- 一致哑元性 对于 〈v, L〉 ∈ GL
N , i ∈ N , 如果参与者 i 是哑元, 则有

ϕi(v, L) = αv({i}) + (1− α)
[
v({i}) +

vL(N)−∑
j∈N v({j})

n

]
.

定理 3.7 图限制合作对策下的 α - 协调值和 α - 一致值的唯一性刻画为
(1) 对于 〈v, L〉 ∈ GL

N , 图限制下合作对策的 α - 协调值 Cooα(v, L) 是唯一满足有效性、
对称性、α - 协调哑元性和可加性的解.

(2) 对于 〈v, L〉 ∈ GL
N , 图限制下合作对策的 α - 一致值 Conα(v, L) 是唯一满足有效性、

对称性、α - 一致哑元性和可加性的解.

4 河流水资源分配问题中弱势群体的分配

在本章中, 我们将对河流水资源分配问题进行求解, 并说明在有哑元参与者参与合作的
情况下, 图限制下合作对策的协调值和一致值比 Myerson 值更能照顾社会活动中的弱势群
体, 而图限制下合作对策的 α - 协调值和 α - 一致值则反映了社会对功利主义和平等主义两
种思想的偏好程度.
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例 1 河流水资源分配问题 假设一条河流没有分支, 沿着河流分布着 3 个村庄, 其中村
庄 1 是一个贫困村, 且对合作联盟没有任何贡献. 村庄 2 位于村庄 1 和 3 之间, 用节点表示
沿着河流分布的这 3 个村庄, 链接表示村庄之间的相邻合作关系, 其结构可用上图形象表出.

这 3 个村庄的合作对策为 〈N, v, L〉 ∈ GL
N , 其中 N = 1, 2, 3, 图 L =

{{1, 2}, {2, 3}} 且
v(∅) = 0, v(1) = 1, v(2) = 2, v(3) = 3, v(12) = 3, v(23) = 8, v(123) = 9.

通过计算, 可以得出图限制下合作对策的不同解给予该河流水资源分配问题中三个村庄
的收益支付如下表:

村庄 1 村庄 2 村庄 3
E(N, vL) 3 3 3
CIS(N, vL) 2 3 4
M(v, L) 1 7

2
9
2

Coo(v, L) 5
2

3 7
2

Con(v, L) 3
2

13
4

17
4

从题目中知, 村庄 1 对任何联盟的边际贡献都等于其单干时的收益, 即它对联盟无额外
贡献, 故其为一个哑元. 平均值和 CIS 值的差别在于, 前者将大联盟的总收益平均分给每个
参与者, 后者是将合作所产生的较参与者单干收益之和多出的那部分平均分给每个参与者.
不论二者中的哪一种, 都对哑元参与者作出收益补助. 平均值使得三个村庄得到相同的报酬,
而在合作中村庄 2 和 3 明显较村庄 1 付出更多的努力, 这予他们来说不公平. CIS 值在平均
值的基础上, 对于三个村庄的收益分配进行适当的调整, 对村庄 1 作出资助的同时, 也体现出
三个村庄的个人能力, 但仍未体现对村庄 2 和村庄 3 的多劳者多奖励.

比较图限制下合作对策的三个解对于村庄 1 的收益支付, Myerson 值根据参与者的劳动
能力给予村庄 1 的支付等于它单干时的所得, 过于功利, 这不利于村庄的持续发展. 在现实生
活中, 对于这种弱势群体, 社会必须提出一定的救济方案以达到平衡强弱差异的目的. 平均值
和 CIS 值虽然对于村庄 1 有所资助, 但无法显示每个村庄的劳动差异, 过于平等. 为了平衡
功利主义和平等主义, 我们提出了图限制下合作对策的协调值和一致值, 这两个解对于村庄 1
的支付均大于它的个人能力, 对弱势群体有一定的资助, 既区别每个参与者的个人能力, 又体
现了联盟之间的互助. 由于平均值和 CIS 值的差异, 具体可以根据社会救助方案的扶持力度
来选择适当的解以达到资助弱势群体在公共资源分配中所遇到的问题的目的. 但不同环境下
社会对于功利主义和平等主义的倾向程度不同, 图限制下合作对策的 α - 协调值和 α - 一致
值就反映了这种社会偏好, 因此更符合现实.
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Abstract: In this paper, we study the distribution problem of the vulnerable groups in

public resources allocation. By using the definition of the restricted game and the method of linear

algebra, we introduce the generalized α-Coordination value and α-Consensus value. At last, these

values are used to analyze the problem of River’s water resources allocation, and which shows

their distinguished advantage for the vulnerable groups in the actual problem, comparing with the

Myerson value.
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