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摘要: 本文研究了 p - 仿紧空间和 p - 可数仿紧空间的相关问题. 利用预开集和覆盖性质理论,

得到了 p - 仿紧空间和 p - 可数仿紧空间的定义、等价刻画及 αp - 仿紧子集的性质, 推广了一般拓扑

学中仿紧空间的部分结果.
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1 引言与预备

仿紧性是紧性的一种重要推广. 自 1944 年, 文献 [1] 引进仿紧空间的概念, 仿紧空间得
到了各种形式的推广. 2006 年, 文献 [2] 利用半开集给出 s - 仿紧空间的概念并研究了其性
质, 文献 [3] 利用强半开集提出强 S - 仿紧空间的定义, 并给出其在 Hausdorff 空间下的等
价刻画, 同时探讨了它的相对性质. 受这些启发, 本文利用预开集推广了仿紧空间和可数仿
紧空间的概念, 得到了 p - 仿紧空间和 p - 可数仿紧空间的概念, 刻画了它们的特征, 定义了
αp - 仿紧子集并讨论了它在 p - 仿紧空间下与其它子集的等价性, 从而丰富了拓扑空间中的
仿紧理论.
设 (X, T ) 为拓扑空间, 记 A ⊂ X 的内部、闭包和补集分别为 A◦、A− 和 A′.
定义 1.1 [4] 设 (X, T ) 是拓扑空间, A ⊂ X. 称 A 为预开集, 若 A ⊂ A−◦; 称 A 为预闭

集, 若 A′ 是预开集. X 中全体预开集构成的集族记为 PO(X).
注 1.1 由定义可知, 开集是预开集, 反之不一定. 两个预开集的交不一定是预开集, 开集

与预开集的交是预开集, 任意多个预开集的并仍是预开集 [5], 从而集族 PO(X)不构成 X 上

的拓扑. .
显然, A是预闭集当且仅当 A◦− ⊂ A.
定义 1.2 [6] 设 (X, T ) 是拓扑空间, A ⊂ X, 称 A 是 α - 集, 若 A ⊂ A◦−◦. 记 (X, T ) 中

所有 α - 集为 T α, 构成 X 上的一个拓扑.
注 1.2 [7] T ⊂ T α ⊂ PO(X, T ) 且 PO(X, T α) = PO(X, T ).
定义 1.3 [4] 设 (X, T ) 是拓扑空间, A ⊂ X,
(1) A◦p =

⋃{ B | B ⊂ A,B 是预开集}, 称为 A 的预内部;
(2) A−p =

⋂{ B | A ⊂ B,B 是预闭集}, 称为 A 的预闭包.
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易证 A◦ ⊂ A◦p ⊂ A ⊂ A−p ⊂ A−, A◦p = ((A′)−p )′, A−p = ((A′)◦p)
′.

定义 1.4 设 F = {Fα| α ∈ Λ} 是拓扑空间 (X, T ) 的一个子集族,

(1) [8] 称 F 为局部有限集族, 若对任意 x ∈ X, 存在开集 U , 使得 x ∈ U 且 U 仅与 F 中
有限个元素有非空交;

(2) 称 F 为 p - 局部有限集族, 若对任意 x ∈ X, 存在预开集 U , 使得 x ∈ U 且 U 仅与

F 中有限个元素有非空交.

注 1.3 由注 1.1 知, 局部有限集族⇒ p - 局部有限集族.

定义 1.5 [8] 称拓扑空间 (X, T ) 的子集族 U 为 σ - 局部有限集族, 若 U 是可数个局部有
限集族的并, 即 U =

⋃∞
i=1 Ui, 其中每一个 Ui 是局部有限的.

定义 1.6 [8] X 的覆盖 V = {Vβ| β ∈ B} 称为是 X 的覆盖 U = {Uα| α ∈ Λ} 的加细覆
盖, 如果 V 中的每一个元素总包含于 U 中的某一元素 Uα 内.

定义 1.7 [9] 称集族 F = {Fα| α ∈ Λ} 是 p - 闭包保持的, 若对任意的 Λ1 ⊂ Λ, 有
(
⋃

Λ1⊂Λ Fα)−p =
⋃

Λ1⊂Λ(Fα)−p .

定义 1.8 [10] 拓扑空间 (X, T ) 称为 p - 正则空间, 若对任意 x ∈ X 及 X 的闭集 F ,
x 6∈ F , 存在 U, V ∈ PO(X), 使得 x ∈ U , F ⊂ V 且 U

⋂
V = ∅ .

引理 1.1 [8] 设 F = {Fα| α ∈ Λ} 是拓扑空间 (X, T ) 的一个子集族, 则

(1) F = {Fα| α ∈ Λ} 是局部有限的当且仅当 {F−
α | α ∈ Λ} 是局部有限的;

(2) 若 F 是局部有限的, 那么
⋃

α∈Λ F−
α = (

⋃
α∈Λ Fα)−.

引理 1.2 [9] 设F = {Fα| α ∈ Λ}是拓扑空间 (X, T )的一个子集族,则F = {Fα| α ∈ Λ}
是 p - 局部有限的当且仅当 {(Fα)−p | α ∈ Λ} 是 p - 局部有限的.

引理 1.3 [11] 设 F = {Fα| α ∈ Λ}, B = {Bα| α ∈ Λ} 是拓扑空间 (X, T ) 的子集族, 且
对任意的 α ∈ Λ, 有 Bα ⊂ Fα, 若 F 是局部有限集族, 则 B 也是局部有限集族.

注 1.4 将引理中的局部有限集族改成 p - 局部有限集族仍成立.

定理 1.1 [8] 设 (X, T ) 是正则空间, 则下列论断等价:

(1) X 是仿紧空间;

(2) X 的每一开覆盖具有 σ - 局部有限开加细覆盖;

(3) X 的每一开覆盖具有局部有限加细覆盖;

(4) X 的每一开覆盖具有局部有限闭加细覆盖.

定理 1.2 [9] 拓扑空间 (X, T ) 是 p -(可数) 可膨胀空间当且仅当对X 中每一 p - 局部有
限的 (可数) 预闭集族 F = {Fα| α ∈ Λ}, 都存在 X 中的局部有限开集族 G = {Gα| α ∈ Λ},
使得对任意 α ∈ Λ, 有 Fα ⊂ Gα.

定理 1.3 [9] 设拓扑空间 (X, T ) 中的任意集族是 p - 闭包保持的, 则X 是 p - 可数可膨
胀空间当且仅当 X 的每一可数预开覆盖都存在局部有限的可数预开加细覆盖.

定理 1.4 [5] 设 (X, T ) 为拓扑空间, Y ⊂ X, 则

(1) 若 A 为 X 中的预开集, 则 A
⋂

Y 为子空间 Y 中的预开集;

(2) 若 Y 为 X 的开子空间, A ⊂ Y , 则:A 为 X 中的预开集当且仅当 A 为 Y 中的预开

集.

2 p -(可数) 仿紧空间的定义及刻画
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定义 2.1 称拓扑空间 (X, T ) 为 p -(可数) 仿紧空间, 若对 X 的每一个 (可数) 开覆盖都
存在局部有限的预开加细覆盖. 称 A ⊂ X 为 p -(可数) 仿紧的, 若 A 作为 X 的子空间是 p

-(可数) 仿紧空间.
注 2.1 由定义可知, p - 仿紧空间是 p - 可数仿紧空间, 反之不一定成立. 由注 1.1 知, 仿

紧空间是 p - 仿紧空间, 可数仿紧空间是 p - 可数仿紧空间, 反之不一定成立.
由定义 2.1, 显然可得
推论 2.1 若 X 是 p - 仿紧空间, 则 X 的每一个开覆盖都有 σ - 局部有限的预开加细

覆盖.
定理 2.1 设 p - 可数可膨胀空间 (X, T ) 中的任意集族是 p - 闭包保持的, 若对 X 的任

意开覆盖都存在 σ - 局部有限的预开加细覆盖, 则 X 是 p - 仿紧空间.
证 U = {Us| s ∈ S}是 X 的开覆盖, V =

⋃∞
i=1 Vi 是 U 的 σ− 局部有限的预开加细覆

盖, 其中每一个 Vi = {Vs,i| s ∈ Si}是局部有限的预开集族. 令Wi =
⋃

s∈Si
Vs,i, i = 1, 2, · · · ,

则W = {Wi|i = 1, 2, · · · }是 X 的可数预开覆盖. 由定理 1.3 知, 存在局部有限的可数预开覆
盖H = {Hj |j = 1, 2, · · ·}加细W. 因为 Hj 是预开集, 所以 Hj ⊂ H−◦

j ⊂ H−
j . 由引理 1.1(1)

和引理 1.3 知, {H−◦
j |j = 1, 2, · · · }是局部有限的开集族, 于是

G = {H−◦
j

⋂
Vs,i| s ∈ Si, i = 1, 2, · · · , j = 1, 2, · · · }

是 X 的局部有限的预开覆盖, 且对任意 Vs,i, 存在 Us, 使得 H−◦
j

⋂
Vs,i ⊂ Vs,i ⊂ Us, 即 G 是

U 的局部有限的预开加细覆盖, 所以 X 是 p - 仿紧空间.
定理 2.2 若 X 是 p - 仿紧空间, 则 X 的每一个开覆盖都有 p - 局部有限加细覆盖.
证 设 U 是 p - 仿紧空间 X 的开覆盖. 由推论 2.1 知, 存在 U 的 σ - 局部有限的预开加

细覆盖 V. 设 V =
⋃∞

i=1 Vi, 其中每一个 Vi 是局部有限的预开集族. 任意 i, 令 Hi =
⋃Vi, 则

Hi 为预开集. 令 Fi = {V −⋃
k<i Hk, V ∈ Vi}, F =

⋃∞
i=1Fi.

下面证明 F 是 U 的一个 p - 局部有限加细覆盖. 设 x ∈ X, 令

i(x) = min{i ∈ N |x ∈
⋃
Vi}.

设 Vx ∈ Vi(x) , 使得 x ∈ Vx, 则 x ∈ ⋃Fi(x), 于是
⋃F = X, 所以 F 是 U 的加细覆盖.

任意 i > i(x), 任意 V ∈ Vi,

Vx

⋂
(V −

⋃
k<i

Hk) ⊂ (
⋃
Vi(x))

⋂
(X −

⋃
Vi(x)) = ∅.

任意 i ≤ i(x), 存在 x 的开邻域 Oi 与 Vi 中有限个元素有非空交, 从而至多与 Fi 中有限个元

素有非空交, 于是 Vx

⋂⋂i(x)

i=1 Oi 是包含 x 的预开集且至多与 F 中有限个元素有非空交, 所以
F 是 U 的 p - 局部有限加细覆盖.
定理 2.3 设 (X, T ) 是 p - 仿紧的 Hausdorff 空间, 则对任意闭集 F 和 x 6∈ F , 存在开集

U 和预开集 V , 使得 x ∈ U , F ⊂ V , 且 U
⋂

V = ∅ (等价于对任意开集 U 及 x ∈ U , 存在开
集 V , 使得 x ∈ V ⊂ V −

p ⊂ U).
证 设 y ∈ F , 因为 X 是 Hausdorff 空间, 所以存在开集 Uy , 使得 y ∈ Uy 且 x 6∈ U−

y ,
从而 U = {Uy|y ∈ F}⋃{F ′} 是 X 的开覆盖, 于是存在局部有限的预开覆盖 B 加细 U . 令
V =

⋃{B ∈ B|B ⋂
F 6= ∅}, 则 V 是包含 F 的预开集. 令 U = X − V −, 则 U 是包含 x 的开
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集 (事实上, 若 x 6∈ U , 则 x ∈ V −, 由引理 1.1(2) 知, V − =
⋃{B− ∈ B|B ⋂

F 6= ∅}, 于是存在
Uy ∈ U 使得 x ∈ B− ⊂ U−

y , 矛盾) 且 U
⋂

V = ∅.
推论 2.2 设 (X, T ) 是 p - 仿紧的 Hausdorff空间, 则 X 是 p - 正则空间.
定理 2.4 设 (X, T ) 是正则空间, X 是 p - 仿紧的当且仅当 X 是仿紧的.
证 充分性. 显然成立.
必要性. 设 U 是 p - 仿紧的正则空间 X 的开覆盖, 则存在局部有限的预开覆盖加细 U ,

即存在 U 的局部有限加细覆盖, 由定理 1.1 知, X 是仿紧的.
定理 2.5 设 Hausdorff空间 (X, T ) 中的任意集族是 p - 闭包保持的, 则 X 是 p - 仿紧

空间当且仅当对 X 的任意开覆盖都存在局部有限的预闭加细覆盖.
证 必要性. 设 U 是 p - 仿紧空间 X 的开覆盖, 则对任意 x ∈ X, 存在 Ux ∈ U , 使得

x ∈ Ux. 由定理 2.3 知, 存在开集 Vx, 使得 x ∈ Vx ⊂ (Vx)−p ⊂ Ux, 则 V = {Vx|x ∈ X} 是 X

的开覆盖, 于是存在局部有限的预开覆盖W = {Wβ|β ∈ B} 加细 V, 由引理 1.1(1) 和引理
1.3 知, {(Wβ)−p |β ∈ B} 是 X 的局部有限的预闭覆盖, 且对任意 β ∈ B, 存在 Ux ∈ U , 使得
(Wβ)−p ⊂ (Vx)−p ⊂ Ux, 所以 {(Wβ)−p |β ∈ B} 是 U 的局部有限的预闭加细覆盖.
充分性. 设 U 是X 的开覆盖, A = {As|s ∈ S}是 U 的局部有限的预闭加细覆盖.对任意

x ∈ X, 存在开集 Vx, 使得 x ∈ Vx 且 Vx 仅与 A 中有限个元素有非空交, 则 V = {Vx|x ∈ X}
是 X 的开覆盖, 于是存在局部有限的预闭覆盖 F 加细 V.
对每一 s ∈ S, 令Ws = X −⋃{F ∈ F , F

⋂
As = ∅}, 则Ws 是包含 As 的预开集 (因为

(X, T ) 中的任意集族是 p - 闭包保持的, 由定义 1.6 知, Ws 是预开集). 另外对每一 s ∈ S, 每
一 F ∈ F ,

Ws

⋂
F 6= ∅当且仅当As

⋂
F 6= ∅. (1)

对每一 s ∈ S, 取 Us ∈ U , 使 As ⊂ Us, 令 Hs = Us

⋂
Ws. 由 As ⊂ Hs 知, {Hs|s ∈ S} 覆

盖 X 从而是 U 的预开加细覆盖. 对任意 x ∈ X, 存在 x 的开邻域 G, G 仅与 F 中有限个元
素有非空交, 设为 {F1, F2, · · ·, Fn}, 则 G ⊂ ⋃n

i=1 Fi=1. 对任意 i ≤ n, Fi ∈ F , 存在 Vx ∈ V,
使得 Fi ⊂ Vx, 而 Vx 仅与 A 中有限个元素有非空交, 于是 Fi 仅与 A 中有限个元素有非空交.
由 (1) 式知, Fi 仅与有限个Ws 有非空交, 从而G 仅与有限个Hs 有非空交, 于是 {Hs|s ∈ S}
是 U 的局部有限的预开加细覆盖, 所以 X 是 p - 仿紧空间.
定理 2.6 设 (X, T ) 是拓扑空间, 下列论断等价:
(1) X 是 p - 可数仿紧空间;
(2) X 的每一个可数开覆盖 {Ui|i ∈ N} 存在局部有限的可数预开覆盖 {Vi|i ∈ N}, 且对

任意 i ∈ N , 有 Vi ⊂ Ui;
(3) X 的每一个递增的开覆盖 {Ui|i ∈ N} 存在开覆盖 {Wi|i ∈ N}, 且对任意 i ∈ N , 有

(Wi)−p ⊂ Ui.
证 (1)⇒(2) 设 U = {Ui|i ∈ N} 是 X 的可数开覆盖. 由 (1) 知, 存在 X 的局部

有限的预开覆盖 V 加细 U . 对任意的 V ∈ V, 存在 i(V ) ∈ N , 使得 V ⊂ Ui(V ). 令
Vi =

⋃{V |V ∈ V, i(V ) = i}, 则 {Vi|i ∈ N} 是局部有限的预开集族. 事实上, 若 {Vi|i ∈ N}
不是局部有限集族, 则存在 x ∈ X, 任意开集 G, G 与无限个 Vi 有非空交, 即 G 与 V 中无限
个元素有非空交, 这与 V 是局部有限集族相矛盾. 显然 {Vi|i ∈ N} 是 X 的局部有限的可数

预开覆盖且对任意 i ∈ N , 有 Vi ⊂ Ui.
(2)⇒(3) 设 U = {Ui|i ∈ N} 是 X 的递增的开覆盖. 由 (2) 知, 存在局部有限的可数预
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开覆盖 {Vi|i ∈ N}, 且对任意 i ∈ N , 有 Vi ⊂ Ui. 令 Wi = X \ (
⋃{Vj |j > i})−, 则 Wi 是

开集. 下证 {Wi|i ∈ N} 是 X 的覆盖. 对任意 x ∈ X, 令 i(x) = max{i ∈ N |x ∈ V −
i }, 则

x 6∈ ⋃{V −
j |j > i(x)}. 由引理 1.1(2) 知,

⋃
{V −

j |j > i(x)} = (
⋃
{Vj |j > i(x)})−, x 6∈ (

⋃
{Vj |j > i(x)})−,

即 x ∈ Wi(x), 所以 {Wi|i ∈ N} 是 X 的开覆盖. 对任意 i ∈ N , 有

(Wi)−p ⊂ W−
i ⊂ X \ (

⋃
{Vj |j > i})−◦ ⊂ X \

⋃
{Vj |j > i},

又

X \
⋃
{Vj |j > i} ⊂ {Vj |j ≤ i} ⊂ {Uj |j ≤ i} = Ui,

所以 (Wi)−p ⊂ Ui.
(3)⇒(1) 设 U = {Ui|i ∈ N} 是 X 的可数开覆盖. 对任意 i ∈ N , 令 Vi =

⋃
j≤i Uj , 则

{Vi|i ∈ N} 是 X 的递增的开覆盖. 由 (3) 知, 存在开覆盖 {Wi|i ∈ N}, 且对任意 i ∈ N , 有
(Wi)−p ⊂ Vi. 令 G1 = U1, Gi = Ui \

⋃
j<i(Wj)−p , i > 1. 预开集 Gi ⊂ Ui, i ∈ N . 由

⋃
j<i

(Wj)−p ⊂
⋃
j<i

Vj ⊂
⋃
j<i

Uj ,

从而

Gi = Ui \
⋃
j<i

(Wj)−p ⊃ Ui \
⋃
j<i

Uj ,

所以 G = {Gi|i ∈ N}是 U 的预开加细覆盖.由 {Wi|i ∈ N}是X 的开覆盖,则对任意 x ∈ X,
存在 j ∈ N , 使得 x ∈ Wj . 当 i > j 时, x 的开邻域Wj 与所有 Gi 不相交, 于是 G 是局部有
限集族. 故 G 是 U 的局部有限的预开加细覆盖, 所以 X 是 p - 可数仿紧空间.
定理 2.7 若 (X, T α) 是 p - 仿紧空间, 则 (X, T ) 是 p - 仿紧空间.
证 设 U 是 (X, T ) 中的开覆盖, 因为 T ⊂ T α, 所以 U 是 (X, T α) 中的开覆盖, 则存

在 (X, T α) 中局部有限的预开集族 V 加细 U . 由 PO(X, T α) = PO(X, T ), 只需证明 V 在
(X, T ) 中是局部有限的. 任意 x ∈ X, 存在开集 G ∈ T α, 使得 x ∈ G 且 G 仅与 V 中有限个
元素相交, 记为 {V1, V2, · · · , Vn}, 从而 x ∈ G ⊂ G◦−◦ ∈ T 且对任意 V ∈ V −{V1, V2, · · · , Vn}
有 G

⋂
V = ∅, 则 G◦⋂

V = ∅, 于是有 G◦⋂
V − = ∅, G◦⋂

V −◦ = ∅, 进而 G◦−⋂
V −◦ = ∅,

又因为 V ∈ PO(X, T ), V ⊂ V −◦, 所以 G◦−◦⋂
V = ∅, 即 G◦−◦ 仅与 V 中至多有限个元素相

交, 即 V 在 (X, T ) 中是局部有限的, 所以 (X, T ) 是 p - 仿紧空间.
上述定理的逆命题不成立, 即存在 (X, T ) 是 p - 仿紧空间, 但是 (X, T α) 不是 p - 仿紧空

间.
例 2.1 设 X = R, T = {∅, X, {1}. 显然, (X, T ) 是 p - 仿紧空间. 易证非空集

A ∈ T α(A ∈ PO(X, T )) 当且仅当 1∈ A. 令 T α = {∅}⋃{U ⊂ X| 1 ∈ U}, 则 (X, T α) 不是
p - 仿紧空间. 因为集族 U = {{1, x}|x ∈ X} 是 (X, T α) 中的开覆盖, 但不存在 (X, T α) 中局
部有限的预开覆盖 V 加细 U . 分下列两种情况讨论:

(1) 若 V = {{1}β}β⊂B, 显然 V 不构成 X 的覆盖.
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(2) 若 V = {Vβ| β ∈ B} 是 U = {{1, x}|x ∈ X} 的预开加细覆盖, 则存在 β ∈ B, 有
1∈ Vβ 且存在 xβ ∈ X 使得 Vβ ⊂ {1, xβ}, 即 Vβ = {1, xβ}. 令

B0 = {β ∈ B|Vβ = {1, xβ}},V0 = {{1, xβ}|β ∈ B0},V1 = {{1}β|β ∈ B −B0},

则 V = V0

⋃V1. 假设 B0 为有限集且 V0 = {{1, xβ1
}, {1, xβ2

}, · · · , {1, xβn
}}, 显然

V = V0

⋃
V1 = {{1, xβ1

}, {1, xβ2
}, · · · , {1, xβn

}}
⋃
{{1}β|β ∈ B −B0}

不构成 X 的覆盖, 所以 V0 为无限集. 取 x0 = 1, 则 (X, T α) 中任意包含 1 的开集 U 都与 V
中无限个元素相交, 所以 V 不是 (X, T α) 中的局部有限集族.
因此不存在 (X, T α) 中局部有限的预开覆盖 V 加细 U , 故 (X, T α) 不是 p - 仿紧空间.
定理 2.8 若 X 是 p - 可数仿紧空间且 X 的任意开覆盖都存在 σ - 局部有限的开加细

覆盖, 则 X 是 p - 仿紧空间.
证 设 U 是 p - 可数仿紧空间 X 的开覆盖, V =

⋃∞
i=1 Vi 是 U 的 σ - 局部有限的开加细

覆盖, 其中每一个 Vi = {Vs,i| s ∈ Si}是局部有限的开集族. 任意 i, 令Wi =
⋃

s∈Si
Vs,i , 则

{Wi|i ∈ N}是X 的可数开覆盖.由定理 2.6(2)知,存在局部有限的可数预开覆盖 {Hi|i ∈ N}
, 且对任意 i ∈ N , 有 Hi ⊂ Wi, 于是 G = {Hi

⋂
Vs,i| s ∈ Si, i ∈ N} 是 U 的局部有限的预开

加细, 所以 X 是 p - 仿紧空间.
定理 2.9 若 X 是 p - 可数可膨胀空间, 则 X 是 p - 可数仿紧空间.
证 设 U = {Ui|i ∈ N} 是 p - 可数可膨胀空间 X 的可数开覆盖. 令 V1 = U1, Vi =

Ui \
⋃

j<i Uj , i > 1. 任意 x ∈ X, 存在 i ∈ N , 使得 x ∈ Ui. 对任意 k > i, 有

Ui

⋂
Vk = Ui

⋂
(Uk \

⋃
j<k

Uj) ⊂ Ui

⋂
(X \ Ui) = ∅,

所以 {Vi|i ∈ N} 是局部有限的可数集族, 显然是 p - 局部有限的可数集族. 由引理 1.2 知,
{(Vi)−p |i ∈ N} 是 p - 局部有限的可数预闭集族. 因为 X 是 p - 可数可膨胀空间, 由定理 1.2
知, 存在 X 中的局部有限的开集族W = {Wi|i ∈ N}, 使得对任意 i ∈ N , 有 (Vi)−p ⊂ Wi, 于
是 G = {Ui

⋂
Wi|i ∈ N} 是 U 的局部有限开加细覆盖, 显然是 U 的局部有限的预开加细覆

盖, 所以 X 是 p - 可数仿紧空间.
推论 2.3 若 X 是 p - 可膨胀空间, 则 X 是 p - 可数仿紧空间.

3 αp - 仿紧子集

定义 3.1 设 (X, T ) 是拓扑空间, A ⊂ X, 称 A 为 αp - 仿紧子集, 若 (X, T ) 中 A 的任

意开覆盖 U , 存在 (X, T ) 中局部有限的预开覆盖 V 加细 U .
定义 3.2 设 (X, T ) 是拓扑空间, A ⊂ X, 称 A 为 g 闭集, 若当 A ⊂ U 且 U 是开集时,

有 A− ⊂ U .
注 3.1 由定义知, 闭集是 g 闭集.
定理 3.1 p - 仿紧空间 (X, T ) 中的每个 g 闭集 A 是 αp - 仿紧子集.
证 设 U = {Us|s ∈ S} 是 A 在 (X, T ) 中的任意开覆盖, 即 A ⊂ ⋃{Us|s ∈ S}. 因为

A 是 g 闭集, 所以 A− ⊂ ⋃{Us|s ∈ S}. 对任意 x 6∈ A−, 存在开集 Wx, 使得 x ∈ Wx 且
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Wx

⋂
A = ∅. 令W = {Us|s ∈ S}⋃{Wx|x 6∈ A−}, 则W 是 X 的开覆盖, 由 X 是 p - 仿紧空

间, 则存在W 的局部有限的预开加细覆盖 H = {Hβ|β ∈ B}, 从而对任意 β ∈ B, 或者存在
s(β) ∈ S 使得 Hβ ⊂ Us(β), 或者存在 x(β) 6∈ A− 使得 Hβ ⊂ Wx(β).
令 B0 = {β ∈ B|Hβ ⊂ Us(β)}, 则 V = {Hβ|β ∈ B0} 是 U 的局部有限的预开加细覆盖且

A ⊂ ⋃{Hβ|β ∈ B0} (事实上, 若 x ∈ A, 则存在 Hβ ∈ H 使得 x ∈ Hβ, 假设 Hβ ⊂ Wx(β), 则
x ∈ Hβ ⊂ Wx(β) ⊂ A′, 矛盾, 于是 Hβ ⊂ Us(β)), 所以 A 是 αp - 仿紧子集.
推论 3.1 p -仿紧空间 (X, T )中每个闭集A都是 αp -仿紧子集; p -仿紧空间 (X, T )

的闭子空间 A 是 p - 仿紧的.
由定理 1.4 可得
定理 3.2 拓扑空间 (X, T ) 中每个开的 αp - 仿紧子集 A 是 p - 仿紧的.
定理 3.3 设 A 是 (X, T ) 的既开又闭的子空间, 则 A 是 αp - 仿紧子集当且仅当 A 是

p - 仿紧的.
证 必要性由定理 3.2 显然成立.
充分性设 U = {Us|s ∈ S} 是 (X, T ) 中子集 A 的任意开覆盖, 则 UA = {Uα

⋂
A|α ∈ Λ}

是子空间 (A, TA) 中的开覆盖. 由 A 是 p - 仿紧的知, 存在 (A, TA) 中局部有限的预开覆盖 V
加细 U . 由定理 1.4 知, V 是 (X, T ) 中的预开集族. 下证 V 在 (X, T ) 中是局部有限的. 任
意 x ∈ X, 若 x ∈ A, 存在开集 Ox ∈ TA ⊂ T , 使得 x ∈ Ox 且 Ox 仅与 V 中有限个元素相交;
若 x ∈ X − A, 显然 X − A 是 (X, T ) 中的开集且 X − A 不与 V 中的元素相交, 因此 V 在
(X, T ) 中是局部有限的. 对任意 V ∈ V, 存在 α ∈ Λ 使得 V ⊂ Uα

⋂
A ⊂ Uα, 即 V 是 (X, T )

中 U 的局部有限的预开加细覆盖, 所以 A 是 αp - 仿紧子集.
推论 3.2 p - 仿紧空间的既开又闭的子空间是 p - 仿紧的.
定义 3.3 设 (X, T ) 是拓扑空间, A ⊂ X, 称 A 为 θp - 开集, 若对任意 x ∈ A, 存在开集

U 使得 x ∈ U ⊂ U−
p ⊂ A; 称 A 为 θp - 闭集, 若 A′ 为 θp - 开集.

注 3.2 由定义知, θp 开集 =⇒ 开集; θp - 闭集 =⇒ 闭集 =⇒ g 闭集.
定理 3.4 设 Hausdorff空间 (X, T ) 中任意集族是 p - 闭包保持的, 若 A 为 αp - 仿紧

子集, 则 A 为 θp - 闭集.
证 设 x ∈ A′, 任意 y ∈ A, 由 X 是 Hausdorff 空间知, 存在开集 Uy 使得 y ∈ Uy,

x 6∈ U−
y . 令 U = {Uy|y ∈ A}, 则 U 是 (X, T ) 中 A 的开覆盖, 因为 A 是 αp - 仿紧子集,

所以存在 (X, T ) 中局部有限的预开覆盖 V 加细 U . 令W =
⋃{V |V ∈ V}, 显然W 是预开

集且 x 6∈ W (事实上, 任意 V ∈ V, 存在 Uy ∈ U 使得 V ⊂ Uy, 则 x 6∈ V −. 由定义 1.6 知
W− =

⋃{V −|V ∈ V}, 所以 x 6∈ W ). 令 G = W−′, 则 G 是包含 x 的开集, 由

W ⊂ W−◦ ⊂ (Wp◦ ⊂ ((W−′)−p )′ ⊂ (G−
p )′,

所以 x ∈ G ⊂ G−
p ⊂ A′, 即 A′ 是 θp - 开集, 故 A 是 θp - 闭集.

推论 3.3 设 Hausdorff空间 (X, T ) 中任意集族是 p - 闭包保持的, 若 (X, T ) 是 p - 仿
紧空间, 则下列条件等价:

(1) A 为 αp - 仿紧子集;
(2) A 为 θp - 闭集;
(3) A 为闭集;
(4) A 为 g 闭集.
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ON p-PARACOMPACT SPACES
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Abstract: The problems of p-paracompact spaces and p-countably paracompact spaces

are studied in this paper. By using pre-open sets and covering property theory , we obtain the

definitions and the equivalence conditions of p-paracompact spaces and p-countably paracompact

spaces and some properties of αp -paracompact sets, which extend partial results of paracompact

spaces in general topological spaces.
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