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摘要: 本文研究了奇完全数的两个性质. 利用初等的方法以及除数函数的性质对于 Jouchard
[4] 提出的猜想给出了确切的证明, 并且推广 Yamada[5] 等人的结果.
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1 引言及结论

对于正整数 n, 设 σ(n)是 n的所有约数之和. 当 n满足

σ(n) = 2n (1.1)

时, n称为完全数. 长期以来, 奇完全数的存在性及其相关问题一直是数论中引人关注的研究
课题 [1]. 本文将运用初等的方法讨论奇完全数的两个性质.
早在十八世纪, Euler曾经证明: 如果 n是完全数, 则 n 必可表成

n = pαq2β1
1 · · · q2βk

k , (1.2)

其中 p, q1, · · · , qk 是不同的奇素数, α, β1, · · · , βk 是正整数, 而且 p ≡ α ≡ 1 (mod 4). 此时,
(1.2) 式中的 p 称为奇完全数 n 的 Euler 因子. 本文将始终假定 n 是表成 (1.2) 式之形的奇完
全数. 对此, Starni [2] 证明了: 当 qi ≡ −1 (mod 4)(i = 1, · · · , k) 时, 1

2
σ(pα) 必为合数. 最近,

朱玉扬 [3] 证明了: n 6≡ −1 (mod 3), 从而推出: 当 qi ≡ −1 (mod 3)(i = 1, · · · , k) 时, 1
2
σ(pα)

必为合数. 这里应该指出: 文献 [3] 的这一结果早已由 Touchard [4] 证明了. 同时, 文献 [3] 提
出了以下猜想:
猜想 1.1 当 qi ≡ −1 (mod m)(i = 1, · · · , k), 其中m 是大于 2 的正整数时, 1

2
σ(pα) 必

为合数.
本文完整地解决了猜想 1.1, 即证明了:
定理 1.1 对于任意大于 2的正整数m, 如果 qi ≡ −1 (mod m)(i = 1, · · · , k), 则 1

2
σ(pα)

必为合数.
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另外, Yamada [5] 讨论了适合条件 β1 = β2 = · · · = βk = β 的奇完全数 n, 其中 β 是正

整数. 文献 [5] 中证明了适合此条件的奇完全数 n 都满足 n ≤ 24γ

, 其中 γ = 4β2 + 2β + 3. 本
文将证明当 β ∈ {1, 2} 时, 不存在此类奇完全数, 即
定理 1.2 如果 β1 = β2 = · · · = βk = β, 则必有 β ≥ 3.
由于运用定理 1.2 的证明方法, 可以通过计算得知: 对于很多正整数 β, 不存在适合条件

β1 = β2 = · · · = βk = β 的奇完全数, 因此本文提出以下猜想:
猜想 1.2 不存在适合条件 β1 = β2 = · · · = βk = β 的奇完全数 n.

2 定理 1.1 的证明

为了完成定理的证明, 我们首先引入如下的一个引理.
引理 2.1 [6] 如果 n = pα1

1 pα2
2 · · · pαr

r 是 n 的标准分解式, 则

σ(n) =
r∏

i=1

σ(pαi

i ),

其中

σ(pαi

i ) =
pαi+1

i − 1
pi − 1

, i = 1, · · · , r.

定理 1.1 的证明 根据引理 2.1 可知, 当 n 是表成 (1.2) 式的奇完全数时, 从 (1.1) 式可
得

1
2
σ(pα)

s∏
i=1

σ(q2βi

i ) = pα

s∏
i=1

q2βi

i . (2.1)

因为 p ≡ α ≡ 1 (mod 4), 所以

1
2
σ(pα) = (

p + 1
2

)(
pα+1 − 1
p2 − 1

), (2.2)

其中 (p + 1)/2 和 (pα+1 − 1)/(p2 − 1) 都是正奇数, 而且 (p + 1)/2 > 1. 如果 1
2
σ(pα) 不是合

数, 则从 (2.2) 式可知 (p + 1)/2 是奇素数, 且 α = 1. 由于 gcd(p, (p + 1)/2) = 1, 故从 (2.1)
和 (2.2) 式可知

1
2
σ(pα) =

p + 1
2

= qj , 1 ≤ j ≤ s. (2.3)

当 qi ≡ −1 (mod m)(i = 1, 2, · · · , s) 时, 从 (2.3) 式可知

p ≡ −3 (mod m). (2.4)

同时, 因为

q2βi

i ≡ 1 (mod m), σ(q2βi

i ) = 1 + qi + · · ·+ q2βi

i ≡ 1 (mod m), i = 1, 2, · · · , s. (2.5)

所以从 (2.1), (2.3) 和 (2.4) 式可得

−1 ≡ qj ≡ 1
2
σ(pα)

s∏
i=1

σ(q2βi

i ) ≡ pα

s∏
i=1

q2βi

i ≡ p (mod m). (2.6)
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结合 (2.4) 和 (2.6) 式, 即得 2 ≡ 0 (mod m). 然而, 由于m > 2, 故不可能. 由此可知 1
2
σ(pα)

必为合数. 定理证毕.

3 定理 1.2 的证明

为了完成定理的证明, 我们需要如下的六个引理.
引理 3.1 [7] 设 l 是奇素数, X 和 Y 是适合 X > Y 以及 gcd(X, Y ) = 1 的正整数, 又设

q 是 (X l − Y l)/(X − Y ) 的素因数. 此时, q = l 或者 q ≡ 1 (mod 2l); l | (X l − Y l)/(X − Y )
成立的充要条件是 X ≡ Y (mod l), 而且此时 l ‖ (X l − Y l)/(X − Y ).
引理 3.2 [8] 方程

Xm − 1
X − 1

= Y 2, X, Y, m ∈ N, min{X, Y,m} > 1

仅有解 (X, Y,m) = (3, 11, 5) 和 (7, 20, 4).
引理 3.3 [9] 如果 n 是适合 (1.2) 式的奇完全数, 则 k ≥ 8.
引理 3.4 当 β1 = β2 = · · · = βk = β 时, 如果 l = 2β + 1 是奇素数, 则

n = pα(lf1 · · · frg1 · · · gs)l−1, (3.1)

其中 fi(i = 1, · · · , r) 是适合 fi ≡ 1 (mod l) 的奇素数, gj(j = 1, · · · , s) 是适合 gj 6≡ 0, 1
(mod l) 的奇素数, 而且 1 ≤ r ≤ l − 1.
证 当 β1 = β · · · = βk = β 且 l = 2β + 1 是奇素数时, 从 (1.2) 式可得

n = pα(q1 · · · qk)l−1, (3.2)

根据引理 2.1, 从 (1.1) 和 (3.2) 式可知

σ(n) =
pα+1 − 1

p− 1

k∏
i=1

ql
i − 1

qi − 1
= 2pα(q1 · · · qk)l−1. (3.3)

因为 p ≡ α ≡ 1 (mod 4), 故有

2 ‖ pα+1 − 1
p− 1

, gcd(pα,
pα+1 − 1

p− 1
) = 1. (3.4)

如果 qi 6≡ 1 (mod l)(i = 1, · · · , k), 则从引理 3.1 可知

gcd(q1 · · · qk,

k∏
i=1

ql
i − 1

qi − 1
) = 1. (3.5)

因此, 从 (3.3), (3.4) 和 (3.5) 式可得

pα+1 − 1
p− 1

= 2(q1 · · · qk)l−1 (3.6)

以及
k∏

i=1

ql
i − 1

qi − 1
= pα. (3.7)



138 数 学 杂 志 Vol. 35

当 α = 1 时, 因为 (ql
i − 1)/(qi − 1) > 1(i = 1, 2, · · · , k), 又从引理 3.3 可知 k ≥ 8, 所以

(3.7) 式不可能成立. 因此 α > 1.
当α > 1时,由于 (pα+1−1)/(p−1) = (p(α+1)/2+1)(p(α+1)/2−1)/(p−1), 2 ‖ (p(α+1)/2+1)

且 gcd(p(α+1)/2 + 1, (p(α+1)/2 − 1)/(p− 1)) = 1, 故从 (3.6) 式可得 p(α+1)/2 + 1 = 2ul−1 和

p(α+1)/2 − 1
p− 1

= vl−1, (3.8)

其中 u, v 是适合 uv = q1 · · · qk 的正整数. 因为 (α + 1)/2 是大于 1 的奇数, l − 1 是偶数, 所
以根据引理 3.2, 从 (3.8) 式可知 p = 3, 与 p ≡ 1 (mod 4) 矛盾. 由此可知 q1, · · · , qk 中必有

某个素数 q 适合 q ≡ 1 (mod l). 由于从引理 3.1 可知此时 l | (ql − 1)/(q − 1), 故从 (3.3) 式
可得

l ∈ {p, q1, · · · , qk}. (3.9)

如果 p = l, 则 qi 6= l(i = 1, · · · , k). 因为 l 是奇素数, 所以根据 Euler 定理可知 ql−1
i ≡ 1

(mod l)(i = 1, · · · , k), 故有
(q1 · · · qk)l−1 ≡ 1 (mod l). (3.10)

另外, 从引理 3.1 可知




ql
j − 1

l(qj − 1)
≡ 1 (mod l), 当 qj ≡ 1 (mod l) 时;

ql
j − 1

qj − 1
≡ 1 (mod l), 当 qj 6≡ 1 (mod l) 时,

1 ≤ j ≤ k. (3.11)

因此, 从 (3.3), (3.10) 和 (3.11) 式可得

2 ≡ 2(q1 · · · qk)l−1 ≡ (pα+1 − 1
p− 1

)( 1
pα

k∏
i=1

ql
i − 1

qi − 1
)

≡ ( lα+1 − 1
l − 1

)( 1
lα

k∏
i=1

ql
i − 1

qi − 1
) ≡ 0或1 (mod l) (3.12)

这是一个矛盾. 由此可知 p 6= l, 故从 (3.9) 式可知 l ∈ {q1, · · · , qk}. 因此, 从 (3.2) 式可知, 此
时 n 可表成 (3.1) 式之形.
根据引理 2.1, 从 (1.1) 和 (3.1) 式可得

σ(n) =
(pα+1 − 1

p− 1
)( ll − 1

l − 1
)( r∏

i=1

f l
i − 1

fi − 1
)( s∏

j=1

gl
j − 1

gj − 1
)

=2pα(lf1 · · · frg1 · · · gs)l−1. (3.13)

因为 fi ≡ 1 (mod l)(i = 1, · · · , r), 所以 l | (f l
i − 1)/(fi − 1)(i = 1, · · · , r). 于是从 (3.13) 式

可知 r ≤ l − 1. 引理证毕.
引理 3.5 [10] 方程

X2 + X + 1 = Y m, X, Y, m ∈ N, X > 1, Y > 1,m > 2 (3.14)
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没有适合 3 - m 的解 (X, Y,m).
引理 3.6. [11] 方程 (3.14) 仅有解 (X, Y,m) = (18, 7, 3) 适合 3 | m.
定理 1.2 的证明 首先考虑 β = 1 的情况. 因为此时 l = 2β + 1 = 3 是奇素数, 所以根

据引理 3.4, 从 (3.1) 和 (3.13) 式分别可得

n = pα(3f1 · · · frg1 · · · gs)2 (3.15)

和

(pα+1 − 1
p− 1

)
(32 + 3 + 1)

( r∏
i=1

(f2
i + fi + 1)

)( s∏
j=1

(g2
j + gj + 1)

)

=2pα(3f1 · · · frg1 · · · gs)2, (3.16)

其中 r ≤ 2. 由于 gj 6≡ 0或1 (mod 3), 所以根据引理 3.1, 从 (3.16) 式可得

(32 + 3 + 1)
( r∏

i=1

1
3
(f2

i + fi + 1)
)( s∏

j=1

(g2
j + gj + 1)

) | pαf2
1 · · · f2

r . (3.17)

然而, 因为 r ≤ 2, (f2
i + fi + 1)/3 > 1(i = 1, · · · , r), g2

j + gj + 1 > 1(j = 1, · · · , s), 而且, 从引
理 3.3 可知 r + s = k − 1 ≥ 7, 所以根据引理 3.5 和 3.6 可知 (3.17) 式不可能成立. 因此, 当
β = 1 时, n 不是完全数.
以下考虑 β = 2 的情况. 此时,

n = pα(5f1 · · · frg1 · · · gs)4, (3.18)

σ(n) =
(pα+1 − 1

p− 1
)(55 − 1

5− 1
)( r∏

i=1

f5
i − 1

fi − 1
)( s∏

j=1

g5
j − 1

gj − 1
)

= 2pα(5f1 · · · frg1 · · · gs)4, (3.19)

其中 r ≤ 4, 因为 (55 − 1)/(5 − 1) = 11 × 71, 而且素数 11 和 71 适合 11 ≡ 71 ≡ 3 (mod 4),
所以 Euler 因子 p 6= 11或71, 故从 (3.19) 式可知

{11, 71} ⊆ {f1, · · · , fr}. (3.20)

又因 (115 − 1)/(11− 1) = 5× 3221, (715 − 1)/(71− 1) = 5× 11× 211× 2221, 其中 2111 ≡ 3
(mod 4), 故从 (3.19) 式可知 211 ∈ {f1, · · · , fr}, 而且素数 2221 和 3221 中至少有一个数属
于 {f1, · · · , fr}. 再因

gcd(11× 71× 2221× 3221, (2115 − 1)/(211− 1)) = 1,

故从 (3.20) 式可得 r ≥ 5 这一矛盾. 由此可知: 当 β = 2 时, n 也不是完全数. 定理证毕.
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TWO PROPERTIES OF ODD PERFECT NUMBERS
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Abstract: In this paper, we study two properties of the odd perfect number. By using the

elementary method and the properties of the divisor function, we give an explicit proof for the

conjecture which was proposed by Touchard [4], which improvers the result of Yamada in [5].
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