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在全平面上解析的 Laplace-Stieltjes 变换的正规增长性

罗 茜 1, 刘兴臻 2, 孔荫莹 3

(1. 广东嘉应学院数学学院, 广州梅州 514015)
(2. 广州大学数学与信息科学学院, 广东广州 510006)

(3. 广东财经大学数学与计算科学学院, 广东广州 510320)

摘 要: 本文研究了应用 Knopp-Kojima 的方法得到的 Dirichlet 级数正规增长性. 利用

Dirichlet 级数和 Laplace-Stieltjes 变换的关系, 得到了 Laplace-Stieltjes 变换在全平面上的正规增长

级的等价条件.
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1 引言

设 α(y) 是在任何有限闭区间 [0, X] 上有界变差的实或复函数. Laplace-Stieltjes 变换 [1]:

F (s) =
∫ +∞

0

esydα(y) (s = σ + it). (1.1)

(为了表述的方便, 后面均称为 L-S 变换)
由 Taylor 级数、Dirichlet 级数和 L-S 变换定义的函数的增长性和正规增长性的研究的

方法和结果已经有不少 [1−10], 比如按照 Ritt 的想法, 类似于研究 Taylor 级数的方法, 定义
Dirichlet 级数的级, 在系数满足一定的条件下得到了不少的结果, 也有运用 Knopp-Kojima
方法 [12] 来研究 Dirichlet 级数的增长性和正规增长性, 这样的结果比较少. 本文在特定的
{λn} 下进行研究, 得到 L-S 变换在全平面上的正规增长级的等价条件.
定义 1 L-S 变换 (1.1) 的收敛横坐标 σc、一致收敛横坐标 σu 及绝对收敛横坐标 σa 如

下:
σc = inf{σ0|L-S 变换 (1.1) 在 σ < σ0 内收敛,σ0 ∈ R};
σu = inf{σ1|L-S 变换 (1.1) 在 σ ≤ σ1 上一致收敛,σ1 ∈ R};
σa = inf{σ2|L-S 变换 (1.1) 在 σ ≤ σ2 上绝对收敛,σ2 ∈ R}.
定义 2 L-S 变换 (1.1) 的最大模, 系数和最大项可以分别定义为

Mu(σ, F ) = sup
0<x<+∞,−∞<t<+∞

|
∫ x

0

e(σ+it)ydα(y)|,

µ(σ, F ) = max
1≤n<+∞

B∗
neλnσ,
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其中 B∗
n = sup

n≤x≤n+1
| ∫ x

n
eitydα(y)|.

假设 (1.1) 满足

lim
n→+∞

lnB∗
n

n
= −∞. (1.2)

根据文 [1] 的一致收敛横坐标的公式可知 (1.1) 的一致收敛横坐标 σu = +∞, 因此 (1.1) 定义
了一个复平面上解析的函数 F (s) .
定义 3 当 σu = +∞ 时, 定义它的级 τu = lim

σ→+∞
ln ln Mu(σ,F )

σ
. 正规增长级 τu =

lim
σ→+∞

ln ln Mu(σ,F )
σ

.

根据文 [1], 取 D = 0,K = 1 可得如下引理:
引理 1 对于 L-S 变换 (1.1),
(1) 若 σu > −∞, 那么 µ(σ, F ) ≤ 2Mu(σ, F );
(2) ∀ε > 0, ∃C > 0, Mu(σ, F ) ≤ Ce|σ|µ(σ + ε, F ).
引理 2 [3] (1) 设 b是一正的常数, σ 是任一实数,那么函数 ϕ(x) = −bx lnx+xσ (x > 0)

在 x = x0 = e
σ
b−1 时达到最大值 be

σ
b−1.

(2) 设 c 是一正的常数,x 是任一正实数, 那么函数 ψ(σ) = ecσ − xσ (−∞ < σ < +∞) 在
σ = σ0 = − ln c−ln x

c
时达到最小值 x

c
(ln ce− lnx).

2 主要定理及其证明

定理 1 设 L-S 变换 (1.1) 满足 σu = +∞, 则

lim
σ→+∞

ln lnMu(σ, F )
σ

= ρ ⇔ lim
n→+∞

lnB∗
n

n lnn
= −1

ρ
(0 < ρ < +∞),

当 ρ = 0 时, lim
n→+∞

ln B∗n
n ln n

= −∞；当 ρ = +∞ 时, lim
n→+∞

ln B∗n
n ln n

= 0.

证 考虑 0 < ρ < ∞ 情形. 先证右边条件的必要性. ∀ε > 0, ∃σ0 > 0, 当 σ > σ0, 有

Mu(σ, F ) < exp{e(ρ+ε)σ}.

由引理 1, µ(σ, F ) ≤ 2Mu(σ, F ) < exp{e(ρ+ε)σ + ln 2}. 于是 ∀n,

B∗
nenσ ≤ µ(σ, F ) < exp{e(ρ+ε)σ + ln 2}.

则

lnB∗
n < e(ρ+ε)σ − nσ + ln 2.

由引理 2, 当 σ = 1
ρ+ε

ln n
ρ+ε
时, 不等式右边达到最小值 −( n

ρ+ε
) ln n

e(ρ+ε)
+ ln 2, 所以当 n 充

分大时,
lnB∗

n < −(
n

ρ + ε
) ln

n

e(ρ + ε)
+ ln 2,

所以 lim
n→+∞

ln B∗n
n ln n

≤ − 1
ρ+ε

. 由 ε 的任意性, lim
n→+∞

ln B∗n
n ln n

≤ − 1
ρ
. 假定 lim

n→+∞
ln B∗n
n ln n

< − 1
ρ
, 则存在

ε1 ∈ (0, ρ), 使 lim
n→+∞

ln B∗n
n ln n

< − 1
ρ−ε1

. 所以对 ε1, 存在自然数 Nε1 , 当 n > Nε1 时,

B∗
n < exp{− n lnn

ρ− ε1

}.
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则 ∀σ > 0, B∗
nen(σ+ε) < exp{−n ln n

ρ−ε1
+ n(σ + ε)}. 由引理 2,

B∗
nen(σ+ε) < exp{ 1

ρ− ε1

e(ρ−ε1)(σ+ε)−1} = exp{e(ρ−ε1)(σ+ε)−ln(ρ−ε1)−1}.

那么当 σ 充分大时, 存在常数 c > 0, 使得 ∀n ∈ N,

B∗
nen(σ+ε) < exp{e(ρ−ε1)(σ+ε)−ln(ρ−ε1)−1 + c}.

有

µ((σ + ε), F ) < exp{e(ρ−ε1)(σ+ε))−ln(ρ−ε1)−1 + c}.
由引理 1,

Mu(σ, F ) ≤ Ce|σ|µ((σ + ε), F ) < exp{e(ρ−ε1)((σ+ε)−ln(ρ−ε1)−1 + c + |σ|+ lnC}.

由于

lim
σ→+∞

e(ρ−ε1)(σ+ε)−ln(ρ−ε1)−1 + c + |σ|+ lnC

e(ρ− ε1
2 )(σ+ε)

= 0,

所以当 σ 充分大时, Mu(σ, F ) < exp{e(ρ− ε1
2 )(σ+ε)}. 那么就有

lim
σ→+∞

ln lnMu(σ, F )
σ

≤ (ρ− ε1

2
)(< ρ).

这与定理左边条件矛盾. 从而证明了 lim
n→+∞

ln B∗n
n ln n

= − 1
ρ
. 定理右边条件的必要性得证.

由以上证明易得定理右边条件的充分性的证明.
同理可证当 ρ = 0, ρ = +∞ 的情形.
定理 2 设 L-S 变换满足 σu = +∞, 则

lim
σ→+∞

ln lnMu(σ, F )
σ

= ρ ⇔ lim
n→+∞

lnB∗
n

n lnn
= −1

ρ
,

并且存在单调递增正整数序列 {nv}, 使

lim
v→+∞

lnB∗
nv

nv lnnv

= −1
ρ
, lim

v→+∞
lnnv+1

lnnv

= 1 (0 < ρ < +∞),

当 ρ = 0 时, 将 − 1
ρ
换成 −∞, 当 ρ = +∞ 时, 将 − 1

ρ
换成 0.

证 考虑 0 < ρ < +∞ 的情形. 先证右边条件的充分性. 由定理 1 知

lim
σ→+∞

ln lnMu(σ, F )
σ

= ρ.

下面证 lim
σ→+∞

ln ln Mu(σ,F )
σ

≥ ρ. 由 lim
v→+∞

ln B∗nv

nv ln nv
= − 1

ρ
知 ∀ε > 0, 满足 0 < ε < ρ, ∃v0, 当

v > v0 时,有 ln B∗nv

nv ln nv
> − 1

ρ−ε
.则B∗

nv
envσ > exp{− 1

ρ−ε
nv lnnv +nvσ}.取 σv = 1

ρ−ε
(lnnv +1),

由 lim
v→+∞

ln nv+1

ln nv
= 1 知 ∀σ ∈ [σv+1, σv],

lim
v→+∞

σv+1

σv

= lim
v→+∞

σ

σv

= 1.
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当 v 充分大时, 由引理 2,

B∗
nv

envσv > exp{ 1
ρ− ε

e(ρ−ε)σv−1} > exp{e(ρ−2ε)σv}.

所以, ∀σ ∈ [σv+1, σv]
µ(σ, F ) ≥ µ(σv, F ) ≥ exp{e(ρ−2ε)σv}.

当 v 充分大时, 由引理 1 知

Mu(σ, F ) ≥ 1
2
µ(σ, F ) > exp

1
2
{e(ρ−2ε)σv}.

那么
ln lnMu(σ, F )

σ
> (ρ− 2ε)

σv

σ
.

所以

lim
σ→+∞

ln lnMu(σ, F )
σ

≥ (ρ− 2ε) lim
v→+∞

σv

σ
= (ρ− 2ε).

又由 ε 的任意性知

lim
σ→+∞

ln lnMu(σ)
σ

≥ ρ.

定理右边条件的充分性证毕.
其次证明定理右边条件的必要性. 由定理 1 即得定理右边条件的第一个条件的必要性.

假定第二个条件不成立 [2], 则 ∃β(0 < β < ρ), γ > 0 使得

B∗
n < exp{−n lnn

ρ− β
} (n′v ≤ n ≤ n′′v),

其中 n′v 及 n′′v 为充分大的正整数,

n′′v < n′v+1, lnn′′v > (1 + γ) lnn′v (v = 1, 2, · · · ).

则有

B∗
nenσ < exp{− 1

ρ− β
n lnn + nσ} (n′v ≤ n ≤ n′′v).

由引理 2, 当 σ 充分大时,

B∗
nenσ < exp{ 1

ρ− β
e(ρ−β)σ−1} < exp{e(ρ− β

2 )σ} (n′v ≤ n ≤ n′′v). (2.1)

取 ε > 0, 满足 ρ+2ε
1+ γ

2
< ρ− η, 其中 0 < η < ρ. 由 lim

n→+∞
ln B∗n
n ln n

= − 1
ρ
知, 对 ε,∃n0, 使

lnB∗
n

n lnn
< − 1

ρ + ε
(n ≥ n0).

所以有

B∗
nenσ < exp{− 1

ρ + ε
n lnn + nσ} (n ≥ n0).
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令 v 充分大, 使 n′v > n0, 取 σ′v 满足 n′v
1+ γ

2 = e(ρ+ε)σ′v−1, 则 lim
v→+∞

σ′v = +∞.

由引理 2 知, ψ(x) = − 1
ρ+ε

x lnx + xσ′v 在 x = e(ρ+ε)σ′v−1 = n′v
1+ γ

2 取得极大值. 那么对充分大

的 v, 当 n0 ≤ n < n′v, 由于 n0 ≤ n < n′v < n′v
1+ γ

2 ,

B∗
nenσ′v < exp{− 1

ρ + ε
n lnn + nσ′v}

≤ exp{− 1
ρ + ε

n′v lnn′v + n′vσ
′
v}

= exp{e
ρ+ε

1+ γ
2

σ′v ∗ e
− 1

1+ γ
2 [

1
(ρ + ε)(1 + γ

2
)

+
γ

2 + γ
σ′v]}

= exp{e
ρ+ε

1+ γ
2

σ′v+ln(e
− 1

1+ γ
2 [ 1

(ρ+ε)(1+ γ
2 )

+ γ
2+γ σ′v ])}

< exp{e
ρ+2ε

1+ γ
2

σ′v} < exp{e(ρ−η)σ′v} (n0 ≤ n < n′v). (2.2)

当 n > n′′v 时, 由于 n′v
1+ γ

2 < n′v
1+γ < n′′v < n, 那么

B∗
nenσ′v < exp(− 1

ρ + ε

1+γ

n′v ln
1+γ

n′v
1+γ

n′v σ′v)

= exp{e
(ρ+ε)(1+γ)

1+ γ
2

σ′v ∗ e
− (1+γ)

1+ γ
2 [

γ

2 + γ
(−σ′v) +

(1 + γ)
(ρ + ε)(1 + γ

2
)
]} < 1 (n > n′′v). (2.3)

最后一个不等号成立是因为

lim
v→∞

{ γ

2 + γ
(−σ′v) +

(1 + γ)
(ρ + ε)(1 + γ

2
)
} = −∞.

结合 (2.1)–(2.3) 式得
B∗

nenσ′v < exp(e(ρ−η1)σ
′
v) (n ≥ n0)

其中 η1 = max{η, β
2
}, 那么存在常数 c, 使得 ∀n ∈ N , 当 v 充分大时

B∗
nenσ′v < c exp(e(ρ−η1)σ

′
v) < exp(e(ρ− η1

2 )σ′v),

所以

µ(σ′v, F ) ≤ exp(e(ρ− η1
2 )σ′v).

取常数 δ > 0, 令 σvδ
= σ′v − δ, 则 lim

v→+∞
σ′v
σvδ

= 1, 那么对 δ, 由引理 1 知, ∃C > 0, 使得当 v 充

分大时,
Mu(σvδ

, F ) ≤ Ce|σvδ
|µ(σvδ

+ δ, F )
≤ C exp{e(ρ− η1

2 )σ′v + σvδ
} < exp{e(ρ− η1

3 )σ′v}.
则有

ln lnMu(σvδ
, F )

σvδ

< (ρ− η1

3
)

σ′v
σvδ

.

那么有

lim
v→+∞

ln lnMu(σvδ
, F )

σvδ

≤ (ρ− η1

3
) lim

v→+∞
σ′v
σvδ

= (ρ− η1

3
) < ρ.

这与定理左边的条件矛盾. 从而定理右边条件的第二个条件的必要性得证.
同理可证当 ρ = 0 和 ρ = +∞ 的情形.
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THE REGULAR GROWTH OF LAPLACE-STIELTJES

TRANSFORMS

LUO Xi 1, LIU Xing-zhen 2 , KONG Yin-ying 3

(1. School of Mathematics, Jiaying University, Meizhou 514015, China)
(2. School of Mathematics and Information Science, Guangzhou University,

Guangzhou 510006, China )

(3. School of Mathematics and Computational Science, Guangdong University of Finance &

Economics, Guangzhou 510320, China)

Abstract: In the paper, we study the relationships between Dirichlet series and Laplace-

Stieltjes transforms, some results about regular growth of Dirichlet series, which are obtained by

the method of Knopp-Kojima. By using Dirichlet series and Laplace-Stieltjes transforms, the

equivalent conditions of the regular growth order on the whole plane are obtained, and the results

about regular growth of Dirichlet series are generalized.
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