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摘要: 本文在假定资本市场变动与保险公司资本收益变动存在相关性的情况下, 研究了保险公

司最优再保险策略问题. 利用 HJB- 变分不等方程, 获得了最优再保险策略和最小破产概率的显示表

达式, 推广了文献 [3] 的结果.
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1 引言

在实际当中, 保险公司内部有巨大的现金流量, 很多学者考虑了将保险公司资产投资于
资本市场的情况, 如文献 [1–5], 得到了很多有实用意义的结果. 文献 [6–8] 考虑了通过比例再
保险来控制保险公司的收益和风险, 在假定资本市场变动与保险公司资产收益变动相互独立
的情况下, 求解出了最优再保险策略. 但是, 实证结果表明, 资本市场变动与保险公司资产变
动存在相关性. 例如, 保险公司承保事业险, 当经济低迷时, 资本市场回报不尽人意, 同时出
现大量的失业理赔现象, 这两者之间存在很强的相关性. 本文在考虑了保险公司收益与资本
市场回报之间存在相关性的前提下, 讨论了这种相关性对保险公司最优再保险策略、最小破
产概率的影响.
经典的风险模型是 Cramér-Lunderberg 提出的. 在这个模型中, 不考虑再保险、投资和

分红, 保险公司的资产变动服从

Xt = x + pt−
Nt∑
i=1

Ui, (1.1)

其中 Xt 为保险公司 t 时刻的盈余资金, x 是初始盈余资金, Nt 是泊松过程, 用于记录 t 时刻

之前的索赔次数, Ut 是独立同分布随机变量, 表示为第 i 次索赔金额, 记 ENt = λ0t, EUi =
µ0, EU2

i = σ2
0 . p 是保险收益率, 由溢价率和期望赔付价值的乘积得到. p = (1 + β)λ0µ0, 其

中 β ≥ 0 是风险溢价率. 保险公司在通过连续购买比例再保险来控制自身的业务风险后, 在
保险方面的资本盈余过程为

Xt = x + patt−
Nt∑
i=1

Uat

i , (1.2)
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这里 at ∈ [0, 1] 为 t 时刻的存留 (保持) 比例, 记 1− at 为 t 时刻的再保险比例. 因此, 任意时
刻保险公司的保险盈余过程满足

{
dXt = (µ− (1− a)λ)dt + σdB

(0)
t ,

X0 = x,
(1.3)

其中 µ = p − λ0µ0, σ =
√

µ2
0 + σ2

0 , B
(0)
t 是标准的布朗运动. 再保险公司的风险收益率 λ 与

保险公司的风险收益率 µ 不同, 且有 λ > µ, 这是由于再保险公司和保险公司收取的风险溢
价率不同造成的. 如果 λ = µ, 保险公司选择全部再保险, 可以避免破产.
注 (1.3) 式推导过程可参考文献 [2].
假定在 t 时刻, 保险公司的资产用于投资到风险资本市场. 在资本市场上风险证券价格

满足下面随机微分方程

dp(t) = p(t)(rdt + σpdB
(1)
t ), (1.4)

其中 r, σp 分别表示风险资产的回报率与波动率, 且 r > 0, σp > 0, B
(1)
t 为标准布朗运动.

为了便于讨论, 定义完备的概率空间 (Ω, F, Ft, P ), 其中 F = {Ft, t ≥ 0}, Ft 是 t 时刻

的信息空间. Bt 关于 Ft 是适应的. 所有可行策略过程的集合 Π = {π}, π = (aπ(t), τπ),
aπ(t) ∈ [0, 1] 是关于 Ft 适应的. 因此, 在给定的控制策略 π ∈ Π 下, 保险公司总盈余过程满
足下面微分方程

dRπ
t = [µ− (1− aπ(t))λ + rRπ

t ]dt + σaπ(t)dB
(0)
t + σpR

π
t dB

(1)
t , (1.5)

其中 Rπ
0 = x 为初始资本盈余. 令Mt = (B(0)

t , B
(1)
t ), Mt 为 {Ft}t≥0 - 鞅. 式 (1.5) 可以写成

dRπ
t = [µ− (1− aπ(t))λ + rRπ

t ]dt + (σaπ(t), σpR
π
t )dMt. (1.6)

假设 B
(0)
t 和 B

(1)
t 的相关性满足 E{B(0)

t B
(1)
t } = ρ(s ∧ t), 对任意的 s, t ≥ 0 和 |ρ| ≤ 1 成立.

注 本文只讨论 ρ 6= ±1 的情况. 若 ρ = ±1 时, 讨论的方法同 ρ 6= ±1 的情形.
定义破产时刻为 τπ = inf{t > 0 : Rπ

t ≤ 0}, 这里 τπ 为 Ft 停时. 在策略 π 下的破产概率

为 Jπ(x) = P (τπ < ∞). 因此, 最优控制策略 π∗ 满足

V (x) = Jπ∗(x) = inf
π∈Π

{Jπ(x)}. (1.7)

2 HJB 方程及最优策略

引理 2.1 [2] 假定 V ∈ C2(0,+∞) 是递减凸函数, 则 V 满足 Hamiliton-Jacobi-Bellman
(HJB) 变分不等方程

inf
0≤at≤1

{1
2
(a2σ2 + 2ρaσσpx + σ2

px
2)V ′′(x) + [µ− (1− a)λ + rx]V ′(x)} = 0 (2.1)

满足的边界条件为

V (0) = 1, V (∞) = 0. (2.2)
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引理 2.2 [2] 假定 f ∈ C2(0,+∞),V (x) 由 (1.7) 式给出, 且都为方程 (2.1), (2.2) 的解, 任
意的 x, a∗(x) 满足下列方程

1
2
(a∗(x)2σ2 + 2ρa∗(x)σσpx + σ2

px
2)V ′′(x) + [µ− (1− a∗(x))λ + rx]V ′(x) = 0,

那么对最优策略 π∗ 有 f(x) = V (x) = Vπ∗(x), 其中 a∗(Rπ∗
s ) = aπ∗(s), Rπ∗

s 满足 (1.5) 式.
下面求解 HJB 方程 (2.1). 已知 V ′′(x) > 0, 对任意的 x ≥ 0, 有

a(x) = − λV ′

σ2V ′′ −
ρσpx

σ
, (2.3)

−1
2

λ2

σ2
(
V ′

V ′′ )
2 + (µ− λ + rx− ρλσpx

σ
)
V ′

V ′′ +
1
2
σ2

px
2(1− ρ2) = 0. (2.4)

令 V ′(x)
V ′′(x)

= g(x), 有

g(x) =
(µ− λ + rx− ρλσpx

σ
)−

√
(µ− λ + rx− ρλσpx

σ
)
2
+ λ2σ2

px2(1−ρ2)

σ2

λ2

σ2

, (2.5)

a(x) =
1
λ

(λ− µ− rx +

√
(µ− λ + rx− ρλσpx

σ
)
2

+
λ2σ2

px
2(1− ρ2)
σ2

). (2.6)

由 a(x) = 0 得

x0 =
−2ρσ(λ− µ)
λσp − 2rρσ

; (2.7)

由 a(x) = 1 得

(λσ2
p − 2rρσσp)x2 + (2ρλσσp − 2µρσσp − 2rσ2)x + σ2(λ− 2µ) = 0. (2.8)

取 ∇ = (2ρλσσp − 2µρσσp − 2rσ2)2 − 4σ2(λσ2
p − 2rρσσp)(λ − 2µ). 若 λσp − 2rρσ 6= 0 且

∇ ≥ 0, 有

x1,2 =
σ

σp

(rσ + ρµσp − ρλσp)∓
√

(rσ + ρµσp − ρλσp)
2 − (λσ2

p − 2rρσσp)(λ− 2µ)

λσp − 2rρσ
. (2.9)

2.1 λσp − 2rρσ > 0

由 a(x) = 1, 带入 (2.1) 式得 (µ + rx)V ′ + 1
2
(σ2 + 2ρσσp + σ2

px
2)V ′′ = 0, 即

ln |V ′(x)| = ln
∣∣∣∣(σ2

px
2 + 2ρσσpx + σ2)

−r

σ2
p

∣∣∣∣

+(
2rρσ

σp

− 2µ)
∫

1
σ2

px
2 + 2ρσσpx + σ2

+ C, (2.10)

V (x) = −C1

∫ x

0

[
σ2

p

σ2(1− ρ2)
(t +

ρσ

σp

)
2

+ 1]

−r

σ2
p

· exp{(rρ

σ2
p

− µ

σσp

)
2√

1− ρ2
arctan

σpt + ρσ

σ
√

1− ρ2
}dt + C2. (2.11)
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令

h(t) = [
σ2

p

σ2(1− ρ2)
(t +

ρσ

σp

)2 + 1]
−r

σ2
p · e( rρ

σ2
p
− µ

σσp ) 2√
1−ρ2

arctan
σpt−ρσ

σ
√

1−ρ2 . (2.12)

因此, 当 a(x) = 1 时, 有

V (x) = −C1

∫ x

0

h(t)dt + C2. (2.13)

根据边界条件 (2.2) 可得 C1 = (
∫∞
0

h(t)dt)−1. 因为当 r ≤ σ2
p

2
时, 积分

∫∞
0

h(t)dt 不收敛, 于
是令

VN (x) = 1−
∫ x

0
h(t)dt

∫ N

0
h(t)dt

, (2.14)

VN (x) 满足 (2.1) 式, 且 VN (0) = 1, VN (N) = 0. 当 N →∞ 时, VN (x) → 1. 根据引理 2.2 可
知, 对任何的再保险策略都有 VN (x) = V (x) = 1, x ∈ (0,∞).

(1) 若 0 < x1 < x2. 在 x ∈ (0, x1] 时, a(x) ≥ 1, 取 a∗(x) = 1; 在 x ∈ (x1, x2) 时,
0 < a(x) < 1, 取 a∗(x) = a(x), 这里 a(x) 由 (2.6) 定义; 在 x ∈ [x2,∞) 时, a(x) ≥ 1, 取
a∗(x) = 1. 因此最优策略为

a∗(x) =





1, 0 ≤ x ≤ x1,

1
λ
(λ− µ− rx +

√
(µ− λ + rx− ρλσpx

σ
)
2
+ λ2σ2

p(1−ρ2)

σ2 ), x1 < x < x2,

1, x ≥ x2.

定理 2.1.1 若 r >
σ2

p

2
时, 最小破产概率为

V (x) =





−C1

∫ x

0

h(t)dt + C2, 0 ≤ x ≤ x1,

−C3

∫ x

x1

exp(
∫ t

x1

1
g(y)

dy)dt + C4, x1 < x < x2,

−C5

∫ x

x2

h(t)dt + C6, x ≥ x2,

这里 g, h, 分别由 (2.5), (2.12) 式定义, Ci 由 (2.15), (2.16) 式给出.
证 若 a∗(x) = a(x), 即 x1 < x < x2 时, 由 V ′(x)

V ′′(x)
= g(x) 得

V (x) = −C3

∫ x

x1

exp(
∫ t

x1

1
g(y)

dy)dt + C4.

若 a∗(x) = 1时, V (x)由 (2.13)式定义.因此在 0 ≤ x ≤ x1时, V (x) = −C1

∫ x

0
h(t)dt + C2;

在 x ≥ x2 时, V (x) = −C5

∫ x

x2
h(t)dt + C6. 根据 V (x) 和 V ′(x) 在 x1, x2 的光滑性以及边界

条件 (2.2) 可知

C2 = 1, C4 = 1−K1C1, C6 = C4 − C3K3, C3 = C1K2, C5 = C3K4, C6 = C5K5, (2.15)
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其中

K1 =
∫ x1

0

h(t)dt,K2 = h(x1),K3 =
∫ x2

x1

exp(
∫ t

x1

1
g(y)

dy)dt,

K4 =
exp(

∫ x2

x1

1
g(y)

dy)

h(x2)
,K5 =

∫ ∞

x2

h(t)dt.

因此,

C1 =
1

K1 + K2K3 + K2K4K5

, C3 =
K2

K1 + K2K3 + K2K4K5

,

C4 =
K2K3 + K2K4K5

K1 + K2K3 + K2K4K5

,

C5 =
K2K4

K1 + K2K3 + K2K4K5

, C6 =
K2K4K5

K1 + K2K3 + K2K4K5

,

(2.16)

这里 K5 =
∫∞

x2
h(t)dt, 当 x → ∞ 时, arctan(x) → π/2, 在 r >

σ2
p

2
的情形下, 积分

∫∞
x2

h(t)dt

是收敛的, 即K5 是有界的. 于是, 当 r >
σ2

p

2
时, 所有 Ci 为正值, 因此定理得证.

(2) 若 x1 ≤ 0 < x2.

a∗(x) =

{
1
λ
(λ− µ− rx +

√
(µ− λ + rx− ρλσpx

σ
)
2
+ λ2σ2

px2(1−ρ2)

σ2 ), 0 ≤ x < x2,

1, x ≥ x2.

定理 2.1.2 若 r >
σ2

p

2
时, 最小破产概率为

V (x) =





−c1

∫ x

0

exp(
∫ t

0

1
g(y)

dy)dt + c2, 0 ≤ x < x2,

−c3

∫ x

x2

h(t)dt + c4, x ≥ x2,

这里 g 由 (2.5) 式定义, h 由 (2.12) 式定义, ci 由 (2.17) 式给出.

c1 =
1

k1 + k2k3

, c2 = 1, c3 =
k2

k1 + k2k3

, c4 =
k2k3

k1 + k2k3

, (2.17)

其中

k1 =
∫ x2

0

exp(
∫ t

0

1
g(y)

dy)dt, k2 =

∫ x2

0
1

g(y)
dy

h(x2)
, k3 =

∫ ∞

x2

h(t)dt.

(3) 若 x1 < x2 ≤ 0 或∇ ≤ 0.
当 x1 < x2 ≤ 0 或 ∇ ≤ 0 时, 对任意 x ∈ (0,∞), 都有 a(x) ≥ 1, 因此取最优再保险策略

a∗(x) = 1.
定理 2.1.3 若 r >

σ2
p

2
时, 最小破产概率 V (x) = −c1

∫ x

0
h(t)dt + c2, 其中 c1 = 1∫∞

0 h(t)dt
,

c2 = 1.

2.2 λσp − 2rρσ = 0
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若 λσp = 2rρσ 时, 由 (2.6) 式可知 a(x) 为单调递减曲线, 且恒有 a(x) > 0. 根据 (2.8)
式得

x3 =
σ(λ− 2µ)

2(rσ + ρµσp − ρλσp)
. (2.18)

因此, 当 x ≥ x3 时, 必有 0 < a(x) ≤ 1. 相应的破产概率

V (x) = −c1

∫ x

x3

exp(
∫ t

x3

1
g(y)

dy)dt + c2.

根据边界条件 (2.2) 可得 c1 = (
∫ ∞

x3

exp(
∫ t

x3

1
g(y)

dy)dt)−1. 当 y →∞ 时, 1
g(y)

→ p 1
y
, 其中

p =
λ2

σ2(r − ρλσp

σ
−

√
(r − ρλσp

σ
)
2
+ λ2σ2

p(1−ρ2)

σ2 )
, (2.19)

因为 p < 0, 所以当 0 < −p ≤ 1 时,
∫ ∞

x3

exp(
∫ t

x3

1
g(y)

dy)dt 不收敛, 于是根据引理 2.2 知, 在

λσp = 2rρσ 且 0 < −p ≤ 1 时, 对任何再保险策略都有 V (x) = 1, x ∈ (0,∞).
(1) 若 x3 > 0.

a∗(x) =

{
1, 0 ≤ x < x3,

1
λ
(λ− µ− rx +

√
(µ− λ + rx− ρλσpx

σ
)
2
+ λ2σ2

px2(1−ρ2)

σ2 ), x ≥ x3.

定理 2.2.1 若 −p > 1, 则最小破产概率为

V (x) =





−c1

∫ x

0

h(t)dt + c2, 0 ≤ x < x3,

−c3

∫ x

x3

exp(
∫ t

x3

1
g(y)

dy)dt + c4, x ≥ x3,

这里 g 由 (2.5) 式定义, h 由 (2.12) 式定义, ci 由 (2.20) 式给出.

c1 =
1

k1 + k2k3

, c2 = 1, c3 =
k2

k1 + k2k3

, c4 =
k2k3

k1 + k2k3

, (2.20)

其中

k1 =
∫ x3

0

h(t)dt, k2 = h(x3), k3 =
∫ ∞

x3

exp(
∫ t

x3

1
g(y)

dy)dt.

(2) 若 x3 ≤ 0.

a∗(x) =
1
λ

(λ− µ− rx +

√
(µ− λ + rx− ρλσpx

σ
)
2

+
λ2σ2

px
2(1− ρ2)
σ2

).

定理 2.2.2 若 −p > 1, 则最小破产概率为

V (x) = −c1

∫ x

0

exp(
∫ t

0

1
g(y)

dy)dt + c2,
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其中 c1 = (
∫∞
0

exp(
∫ t

0
1

g(y)
dy)dt)−1, c2 = 1.

2.3 λσp − 2rρσ < 0

若 λσp < 2rρσ 时, 根据 a(x) 曲线的单调性知 x2 是增根, 应舍去. x1 是 a(x) = 1 的根.

x1 =
σ

σp

(rσ + ρµσp − ρλσp)−
√

(rσ + ρµσp − ρλσp)
2 − (λσ2

p − 2rρσσp)(λ− 2µ)

λσp − 2rρσ
. (2.21)

因为当 x ≥ x0 时, 必有 a(x) ≤ 0, 所以取 a∗(x) = 0, 由 (2.1) 式可得

(µ− λ + rx)V ′ +
1
2
σ2

px
2V ′′ = 0,

V (x) = −c1

∫ x

0

t
−2r

σ2
p exp{ 2

σ2
p

(µ− λ)
1
t
}dt + c2. (2.22)

令

f(t) = t
−2r

σ2
p exp{ 2

σ2
p

(µ− λ)
1
t
}, (2.23)

V (x) = −c1

∫ x

0

f(t)dt + c2. (2.24)

根据边界条件 (2.2) 可得 c1 = (
∫∞
0

f(t)dt)−1. 当 r ≤ σ2
p

2
时, 积分

∫∞
0

f(t)dt 不收敛, 于是根

据引理 2.2 可知, 在 λσp < 2rρσ 且 r ≤ σ2
p

2
时, 对任何再保险策略都有 V (x) = 1, x ∈ (0,∞).

(1) 若 x1 ≤ 0.

a∗(x) =





1
λ

(λ− µ− rx +

√
(µ− λ + rx− ρλσpx

σ
)
2

+
λ2σ2

px
2(1− ρ2)
σ2

), 0 ≤ x < x0,

0, x ≥ x0.

定理 2.3.1 当 2r
σ2

p
> 1 时, 最小破产概率为

V (x) =





−c1

∫ x

0

exp(
∫ t

0

1
g(y)

dy)dt + c2, 0 ≤ x < x0,

−c3

∫ x

x0

f(t)dt + c4, x ≥ x0,

这里 g, f 分别由 (2.5) 和 (2.23) 式定义, ci 由 (2.25) 式确定.

c1 =
1

k1 + k2k3

, c2 = 1, c3 =
k2

k1 + k2k3

, c4 =
k2k3

k1 + k2k3

, (2.25)

其中

k1 =
∫ x0

0

exp(
∫ t

0

1
g(y)

dy)dt, k2 =
exp(

∫ x0

0
1

g(y)
dy)

f(x0)
, k3 =

∫ ∞

x0

f(t)dt.
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（2）若 x1 > 0.

a∗(x) =





1, 0 ≤ x ≤ x1,

1
λ
(λ− µ− rx +

√
(µ− λ + rx− ρλσpx

σ
)
2
+ λ2σ2

p(1−ρ2)

σ2 ), x1 < x < x0,

0, x ≥ x0.

定理 2.3.2 当 2r
σ2

p
> 1 时, 最小破产概率为

V (x) =





−c1

∫ x

0
h(t)dt + c2, 0 ≤ x ≤ x1,

−c3

∫ x

x1
exp(

∫ t

x1

1
g(y)

dy)dt + c4, x1 < x < x0,

−c5

∫ x

x0
f(t)dt + c6, x ≥ x0,

这里 g, h, f 分别由 (2.5), (2.12), (2.23) 式定义, ci 由 (2.26) 式给出

c1 =
1

K1 + K2K3 + K2K4K5

, c2 = 1, c3 =
K2

K1 + K2K3 + K2K4K5

,

c4 =
K2K3 + K2K4K5

K1 + K2K3 + K2K4K5

,

c5 =
K2K4

K1 + K2K3 + K2K4K5

, c6 =
K2K4K5

K1 + K2K3 + K2K4K5

, (2.26)

其中

K1 =
∫ x1

0

h(t)dt,K2 = h(x1),K3 =
∫ x0

x1

exp(
∫ t

x1

1
g(y)

dy)dt,

K4 =
exp(

∫ x0

x1

1
g(y)

dy)

f(x0)
,K5 =

∫ ∞

x0

f(t)dt.

通过上述讨论表明在 ρ 6= ±1 和 λσp 6= 2rρσ 的情况下, 当 r ≤ σ2
p

/
2 时, 对任何的再保险

策略都有 V (x) = 1. 这是因为当 σp 越大, 资本市场的波动就越强, 保险公司承受的风险也就
越大. 在 r ≤ σ2

p

/
2 时, 资本市场的波动会导致投资盈余趋于 0, 此时保险盈余只能有限度的

调整资本市场带来的不利影响, 但不能阻止其破产.

3 数值例子

以下通过数值例子来说明布朗运动 B(0), B(1) 的相关系数 ρ 对最小破产概率 V (x) 和相
应的最优再保险策略 a∗(x) 的影响.
图 1 显示 ρ 对 a(x) 的影响. 其中, µ = 0.3, λ = 0.6, r = 0.21, σ = 0.5, σp = 0.25. 在

λσp − 2rρσ > 0 时, a(x) 的图形为抛物线, 但随着 ρ 逐渐的增大, a(x) 的开口也随之增大. 在
ρ = 0.75 时, λσp − 2rρσ = 0, 此时随着 x 的增大, a(x) 的值逐渐趋向 0, 并最终为一大于 0
的恒定值. 当 ρ > 0.75 时, λσp − 2rρσ < 0, 此时 a(x) 随 x 的增大而减小.
图 2 显示最优再保险策略 a∗(x) 与相应的最小破产概率 V (x) 的图形, 其中 µ = 0.24,

λ = 0.55, r = 0.18, σ = 0.66, σp = 0.3, ρ = 0.15. 经过计得 x1 = 0.2359, x2 = 3.3304.
C1 = 1.6998, C2 = 1, C3 = 0.9322, C4 = 0.7458, C5 = 1.5796, C6 = 0.0195.
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图 3 显示 ρ 对 V (x) 的影响, 其中 µ = 0.25, λ = 0.53, r = 0.2, σ = 0.65, σp = 0.4. V (x)
为关于 ρ 的单调递增函数. ρ 越大, 表示保险收益和资本市场回报波动的相关性越强, 此时,
总体的波动相应变大, 从而增加了保险公司风险, 同时削弱了公司的盈利能力, 因此破产的概
率随之增大.
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THE OPTIMAL REINSURANCE STRATEGY ASSOCIATED WITH

THE CAPITAL MARKET RETURNS CHANGE
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Abstract: Considering the case that there is a correlation between the capital market change

and the insurance company capital change, this paper studies the optimal reinsurance strategy

problem of insurance company. By using the method of HJB-variations inequalities, we find the

explicit expression for optimal control strategy as well as the minimal ruin probability, which

generalizes the results of [3].
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