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摘要: 本文研究了完全组内平衡性的相关哲学概念和数学性质. 利用多边矩阵理论，证明了完

全组内平衡区组设计的数学判定条件, 给出了计算机验证完全组内平衡性的方法, 推广了正交表的平

衡性质.
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1 引言

中国传统文化中的重要统计数据分析理论是象数学理论 [1]. 象数学理论主要用于解决复
杂系统的稳定性问题, 它的理论根据是认为: 象或者“道”和人类行为无关. 在中国传统文化
的象数学理论中, 比类取象技术是其主要数据分析技术, 这种技术用现代的语言叙述就是试
验设计. 按比类取象技术的哲学观点, 试验设计要解决的关键核心问题是要保证其数据分析
的结论具有再现性. 也就是说, 不同的人采用不同的试验设计方法对复杂系统的象的研究结
论应该是在客观上基本一致的和可以重复再现的, 因为数据分析的客观结论本身和试验工作
者的行为以及所用的方法无关. 这样, 不同的试验设计工作者无论采用什么设计表, 无论采用
什么公理假设, 无论收集的数据多少, 只要设计表具有若干平衡性, 各个类的数据足够完备,
那么试验数据分析的结论应该是基本一致的和可重复再现的, 因为这些分析结论和试验工作
者的行为无关. 也就是说, 论证设计表能否保证数据分析结论具有再现性？这是试验设计的
最基本任务. 为了保证这种再现性, 对研究对象的各种所关注的关系进行公平比较是试验设
计的基本方法, 这种公平比较的标准一般称为平衡性. 按象数学理论的哲学含义, 试验设计的
平衡性必须具有五方面的含义: 相遇平衡性、组间平衡性、正交平衡性、完全组内平衡性、整
体平衡性, 分别对应阴阳五行理论的木、火、土、金、水, 也对应生物能量“人气”方面的生、
长、化、收、藏, 具有邻相生、间相克的基本关系属性. 为了保证相应数据分析结论在具有再
现性的前提下能够获得最大收获, 本文重点关注完全组内平衡性的哲学和数学方面的定义和
性质, 因为这种平衡性是保证试验具有最大收获的最基本条件.
完全组内平衡性是对复杂系统的所有要素 (包括各个子系统和干扰系统内部的所有研究

要素) 的功能收益规律的功能认知方面的平衡性, 关注所有要素的功能输出对大系统的影响
程度. 这种平衡性要求我们在对复杂系统的所有研究要素的功能输出规律进行认知的时候,
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可以不考虑所有要素的实际功能内容, 仅仅当作可以置换安排考虑的类, 即不考虑各个子系
统和干扰系统的内部的所有要素的功能输出能力大小、输出功能输出方式的好与坏、输出功

能输出效果的高与低等等, 仅仅当作类变量处理, 但要把复杂系统的各个子系统和干扰系统
的所有要素的功能输出同时考虑进去, 要把研究的所有要素公平看待, 主要关注的内容是正
确识别所有要素的功能输出, 不能对各个子系统或者干扰系统的某些要素的功能输出有所
偏好, 要正确把握所有要素的每一个要素. 这种平衡性用中国传统的俗语来说就是:“见好就
收”. 用试验设计的语言来说就是: 要求在无公理假设的条件下, 充分考虑干扰因子为区组因
子, 不但对各个试验因子的所有水平的重视程度达到最大, 而且对区组因子 (一般作为干扰因
子之一) 的各个水平的重视程度也要达到最大 (对区组因子和试验因子的所有水平效应的估
计要无偏和方差最小, 保证对区组因子和试验因子的所有水平的不同设计安排方式不影响对
各个试验水平的显著性分析结论). 而对试验因子和区组因子的所有水平效应识别的再现性
是正确把握复杂系统的所有要素的最基本的要求, 也是试验设计的功能收获阶段认知的基本
要求之一. 这种平衡性的基本特点是要求对不同因子 (包括试验因子和区组因子) 的所有水平
观察程度不能任意, 要能够使得试验工作者正确识别所有因子的所有水平的效应, 包括正确
识别总体均值和交互效应 (相应的估计无偏和方差最小), 要求在干扰条件基本相同的每个试
验区组之内对每个试验因子的所有水平都有所观察 (完全性), 并且观察程度相同 (组内平衡),
此时不同区组的试验可以看成对试验因子效应的重复观察, 使得对所有水平效应的估计无偏
并且方差最小, 所以这种平衡性被称为完全组内平衡性. 这种完全组内平衡性, 在中国传统文
化中称为“金”, 就像一年的秋季, 是为了研究复杂系统的功能收获阶段的收获大小, 它主要
关注世间万物的功能收获机制, 在生物能量“人气”方面称为“收”, 讲究事物功能收获的完
全性.
试验设计一般是为了研究复杂系统的稳定性问题. 考虑复杂系统相应的输出变量 (响应

变量)y 和对输出可能有影响的众多相应的输入变量 (自变量)x0, x1, · · · , xm, ω. 相应的统计
分析模型可以写成

y = f(x0, · · · , xm, ω) = g(x0, · · · , xm) + εg,

g(x0, · · · , xm) = E(f(x0, · · · , xm, ω)|x0, · · · , xm),

εg = f(x0, · · · , xm, ω)− E(f(x0, · · · , xm, ω)|x0, · · · , xm), (1.1)

其中 E(f(x0, · · · , xm, ω)|x0, · · · , xm) 是统计学中的条件期望. 对于一般的复杂系统, 不但所
有函数 f, g, εg 是未知的, 而且所有自变量 x0, x1, · · · , xm, ω 也是未知的. 这种模型称为自由
函数模型, 或者简称自由模型.
相应的输入变量 (自变量)x0, x1, · · · , xm, ω 一般被分成三类: 区组因子 x0、试验因子

x1, · · · , xm、未知干扰因子 ω.
区组因子 x0 也可以称为已知可控的干扰因子, 它的一个水平 (一个区组) 是在已知可控

的干扰因子所处条件基本相同时所做的重复试验. 在象数学的比类取象技术中, 每次试验数
据一般称为“象”数据, 所有数据形成的空间称为“象空间”. 在许多场合, 重复数据的个数
有时受到客观条件的限制, 人类无法控制. 有时因为人类的偏好程度的不同, 对有些区组内的
数据可能特别关注, 获得的数据个数很多, 而对另外一些区组内的数据可能不太关注, 获得的
数据可能较少, 所以所有这些数据的基本属性可能是不一样的, 或者说它们来源于不同的分
布, 但客观结论只能有一个, 它和人类行为无关. 为了保证数据分析结论具有再现性, 合理的
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数据分析结论至少应和每个区组内的数据多少基本无关.
试验因子 x1, · · · , xm 一般对应人类的可以调整变化因子, 称为可控因子. 由于试验因子

x1, · · · , xm 的试验水平对应数据的选取和人类关系很大, 为了排除人类行为对试验数据分析
结论的影响, 使得数据分析结论具有再现性, 象数学的比类取象技术要求试验因子必须是没
有大小和没有序关系的类变量. 试验因子 x1, · · · , xm 关于每个试验输出数据对应的一个水平

组合称为一个“卦”, 试验因子对应的所有“卦”形成的空间为“卦空间”.
未知干扰因子 ω 是每种试验设计必须要考虑的因子, 一般情况下它对应试验设计的试验

次序的安排, 其水平个数一般和试验次数 n 完全相同. 试验设计也必须设法排除这个未知干
扰因子 ω 对试验数据（象）分析结论的影响. 西方试验设计方法一般采用随机化安排试验次
序来排除这个干扰因子的影响, 但象数学一般要求用幻方设计表来安排试验次序来排除这个
干扰因子的影响, 因为象数学认为随机化本身也和人类行为有关, 很难识别试验数据是否一
定是随机化试验获得的.
在复杂系统输入变量 (自变量) x0, x1, · · · , xm, ω 和输出变量（响应变量）y 确定以后, 对

应任意的系统函数 f , 条件期望 E(f(x0, · · · , xm, ω)|x0, · · · , xm) 将是确定的函数, 记这个条
件期望函数为 g(x0, x1, · · · , xm), 为了保证试验数据的分析结论具有再现性, 这个条件期望函
数是不能假设的. 同样试验误差 εg = f(x0, · · · , xm, ω)− E(f(x0, · · · , xm, ω)|x0, · · · , xm), 也
是确定的函数, 也是不能假设的. 尽管这些函数不能假设, 但可以根据系统函数 f 推导出它

们所具有的性质:

E(εg|x0, · · · , xm) = E(f |x0, · · · , xm)− E[E(f |x0, · · · , xm)] = 0,

Var(εg|x0, · · · , xm) = E(ε2
g|x0, · · · , xm) = σ2

x0,··· ,xm
≥ 0,

Cov((g, εg)|x0, · · · , xm) = E[(g − Eg)(εg − Eεg)|x0, · · · , xm] = 0.

这些性质都不是假设, 只要系统函数 f 保证上述计算有意义, 这些结论都是可以证明的. 可
以证明的结论当然不是假设.
完全平衡区组设计要考虑的设计问题是: 在上述自由模型下, 如何选取试验因子的各个

水平在每一个区组内的平衡性质, 才能保证在试验数据分析结论具有再现性的条件下, 使得
试验设计的收获最大? 此收获最大的含义用统计语言来说就是: 所有估计是无偏的和方差最
小的.
在正交表的每个区组内, 各个水平都出现并且出现的次数相同. 这种性质保证对每个试

验因子的各个水平, 在任何区组内都可以公平地进行比较. 在这种条件下, 对系统的每个试验
因子的各个水平, 仅仅利用一个区组内的数据就可以公平比较. 多个区组试验相当于试验比
较的重复, 重复性是保证试验具有再现性的常用试验条件之一. 它不仅使得试验因子各个水
平效应估计精确, 也使得区组因子的各个区组水平效应也估计精确, 试验分析结论不受试验
因子和区组因子表头设计排列安排方式的任何影响, 这是最好的一种试验收获状态, 也是比
较难以满足的一种试验条件. 正因为这种性质保证在各个区组内近似相同的试验条件下, 可
以在每个区组内正确比较各个试验因子的各个水平之间的显著性, 取得的是试验所有因子的
最大的收获, 所以这种性质是一种收获平衡性, 在五行哲学中称为金, 表示万事之收获阶段,
就像一年中的秋季. 这种平衡保证收获最大, 符合完全组内平衡的哲学含义. 本文把正交表的
这种平衡性质推广到一般具有组间平衡性质的广义正交表, 给出它们的数学定义, 并从区组
设计表和数据分析的角度反复分析它们的优良性质.
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2 区组设计的完全组内平衡性

定义 2.1 [5] 对于任意一个水平 x, x ∈ {1, · · · , v}, 设其在区组设计

Db×k(v) = [B1, · · · ,Bb]T = (bij)

的第 i 行 BT
i 出现的次数为 ri(x) = {j : bij = x}. 称 r∗(x) =

b∑
i=1

ri(x) 为水平 x 在整个区

组设计中的重复次数, 简称为水平 x 的重复数. 称 λ∗(x, y) =
b∑

i=1

ri(x)ri(y) 为不同水平组合

(x, y) 的相遇次数, 简称相遇数. 并称 r(x) =
b∑

i=1

ri(x)
ki
为水平 x 在整个区组设计中的重复程

度, 简称为水平 x 的重复度, 称 λ(x, y) =
b∑

i=1

ri(x)ri(y)
ki

为不同水平组合 (x, y) 的相遇程度, 简

称相遇度. 并称 r = (r(1), · · · , r(v)) 为重复度行向量, 也称 k = (k1, · · · , kb) 为区组大小列向
量, 也称 Λ = (λ(x, y))v×v 为相遇度矩阵.
定义 2.2 [5] 一个区组设计称为完全的, 如果在每一个区组内包含设计的所有水平. 一个

区组设计称为不完全的, 如果存在一个区组内不包含设计的所有水平.
一个区组设计称为组内平衡的, 如果在每一个区组内的元素出现的次数相同.
一个区组设计称为完全组内平衡, 如果这个区组设计既是完全的, 又是组内平衡的.
上述完全组内平衡的定义保证在相应区组设计的每个区组内的数据不但含有所有水平

之间的比较关系的所有信息, 而且所有比较关系的观察程度也是相同的, 所以, 在不考虑区组
水平干扰大小的条件下, 仅仅使用一个区组内的数据就可以做出试验的分析结论. 多个区组
仅仅相当于对分析结论的在多种区组水平大小干扰的条件下重复再现, 这种重复再现性保证
并对区组因子（已知可控干扰）的水平干扰程度可以有效精确估计.
上述关于区组设计的不完全性的定义与组合数学内的平衡不完全区组设计 (BIBD) 的定

义不同, 前者仅仅要求存在一个区组内不包含所有水平即可, 而后者要求所有区组内都不包
含所有水平.
例 1 设B1 = (1, 2)T ,B2 = (1, 2, 1)T , 那么B1,B2 就组成了一个区组设计, 记为

D3×(2,3)T (2) = [B1,B2]T =

(
1 2
1 2 1

)
,

由于所有水平 1, 2 在各个区组内出现, 所以区组设计D3×(2,3)T (2) 是完全的.
由于在区组 B2 = (1, 2, 1)T 内, 水平 1 出现 2 次, 而水平 2 出现一次, 所以区组设计

D3×(2,3)T (2) 不是组内平衡的.
但在区组 B1 = (1, 2)T 内, 水平 1 和 2 都出现 1 次, 所以区组设计D3×(2,3)T (2) 关于区

组B1 可以说是组内平衡的.
由于 r(1) = 1

2
+ 2

3
= 7

6
, r(2) = 1

2
+ 1

3
= 5

6
, 所以 D3×(2,3)T (2) 不是组间平衡的. 但

r = (r(1), r(2)) 的极差为 Rc = max(r)−min(r) = 1
3

= 1
max

1≤i≤b
ki

. 从均匀性的角度考虑, 这是

二水平设计两个区组 5 次试验中, 水平重复度频率分布最好的情况, 或者说是最接近组间平
衡的条件. 在实际应用中, 这种水平重复度频率分布的区组设计也是可以考虑的.
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3 完全组内平衡区组设计的性质

记区组设计Db×k(v) = [B1, · · · ,Bb]T 的第 i 个区组Bi 的示性函数为

IBi
(x) =

{
1, 水平 x 在区组Bi 出现;
0, 水平 x 在区组Bi 不出现.

根据这个示性函数可以方便地推导完全组内平衡区组设计的性质.
性质 3.1 对于任意区组设计Db×k(v), 我们有

1. 区组设计Db×k(v) 是组内平衡的当且仅当 ri(x)
ki

= IBi
(x)

ci
其中 ci =

v∑
y=1

IBi
(y) 为区组

Bi 包含不同水平的个数，此相当于 ri(x) = riIBi
(x), 其中 ri = ki

ci
为区组 Bi 内水平的重复

次数.
2. 区组设计Db×k(v) 是完全组内平衡的当且仅当 ri(x)

ki
= 1

v
. 此时, 区组设计Db×k(v) 是

相遇平衡和组间平衡的.
3. 在 ki = k1,∀i ∈ {1, · · · , b} 的条件下, 如果区组设计Db×k(v) 是完全组内平衡的, 那

么区组设计Db×k(v) 是相遇平衡和组间平衡的, 并且存在置换矩阵 σ1, · · · , σb 使得

Db×k(v) = [σ1((v)⊗ 1c), · · · , σb((v)⊗ 1c)]T ,

其中 (v) = (1, · · · , v)T .
证 1. 区组设计Db×k(v) 是组内平衡的, 当且仅当存在整数 ri 使得 ri(x) = riIBi

(x), 设

ci =
v∑

y=1

IBi
(y), 其为区组Bi 内不同水平的个数, 那么此条件 ri(x) = riIBi

(x) 相当于区组设

计Db×k(v) 在Bi 的元素的重复数为 ri =

v∑
y=1

ri(y)

ci
= ki

ci
.

2. 区组设计Db×k(v) 是完全的相当于 IBi
(x) = 1,∀x, 即 ci = v. 由于 1. 可知: 区组设

计Db×k(v) 是完全组内平衡的当且仅当 ri(x)
ki

= IBi
(x)

ci
= 1

v
. 此时,

λ(x, y) =
b∑

i=1

ri(x)ri(y)
ki

=
b∑

i=1

ki

v2
=

n

v2
,

r(x) =
b∑

i=1

ri(x)
ki

=
b∑

i=1

1
v

=
b

v
.

即区组设计Db×k(v) 是相遇平衡和组间平衡的.
3. 由 2 知, 区组设计Db×k(v) 是相遇平衡和组间平衡的. 记 ri(x) = k1/v = c, 那么存在

置换矩阵 σi 使得Bi = σi((v)⊗ 1c). 即证.
当 ri(x) ≤ 1, ki = k1 < v,∀i ∈ {1, · · · , b} 时, 对应的相遇平衡、组间平衡、组内平衡, 但

所有区组都不完全的区组设计就是通常的平衡不完全区组 (BIB) 设计.
当 ri(x) = 1, ki = v = b,∀i ∈ {1, · · · , b} 时, 对应的相遇平衡、组间平衡、完全组内平衡

的区组设计就是通常的拉丁方设计 [2,4].
当 ri(x) = c, ki = vc,∀i ∈ {1, · · · , b} 时, 对应的相遇平衡、组间平衡、完全组内平衡的

区组设计就是通常的一种拉丁矩阵设计 [2,4].
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当 ri(x) ≤ 1, ki < v,∀i ∈ {1, · · · , b},∃ki 6= ki′ 时, 对应的相遇平衡、组间平衡、但所有区
组都不完全的区组设计的区组设计就是通常的部分平衡不完全区组 (PBIB) 设计的一种定义
形式. 另外的部分平衡不完全区组 (PBIB) 设计的相遇平衡和组间平衡的定义形式为

λ∗(x, y) =
b∑

i=1

ri(x)ri(y) = λ∗ > 0, r∗(x) =
b∑

i=1

ri(x) = r∗ > 0.

因为这种相遇平衡和组间平衡与区组大小的分解式 n =
b∑

i=1

ki 有关, 难以保证试验设计的数

据分析结论具有再现性, 所以, 我们不推荐这种形式的部分平衡不完全区组 (PBIB) 设计.
区组设计Db×k(v) 是完全组内平衡的也是判断其是否相遇平衡和组间平衡的方便条件.

例 2 设区组设计为D1
3×213

(2) =




1 2
1 2
1 2


 , 由于它是完全组内平衡的, 所以它是相遇

平衡的, 也是组间平衡的.

4 完全组内平衡区组设计的判定定理

定理 4.1 (完全组内平衡区组设计的判定定理) 设区组设计D = Db×k(v) 的关联矩阵为
C = Design(Vec(D)), 设 n× n 投影矩阵Pk = block(Pk1 , · · · , Pkb

), τk = In −Pk, 广义关
联矩阵为W = τkC, 那么

1. 区组设计Db×k(v) 是组内平衡的当且仅当PkC 的各个行向量的非零元素都相同.
2. 区组设计Db×k(v) 是完全的当且仅当PkC 没有零元素 0.
证 1. 设区组设计D = Db×k(v) 的关联矩阵 C = Design(Vec(D)) 的第 i 行块为 C(i).

按区组设计D = Db×k(v) 的关联矩阵 C = Design(Vec(D)) 的定义可知，C(i) 的各个列的

和就是 (ri(1), · · · , ri(v)), 即 ri(x) = CT
ix1ki

= CT
ixCix, 此处 Cix 是 C(i) 的第 x 列. 这样, 对

水平 x, 记 ex(v) 是 v 维向量空间 Rv 的标准基向量, 则矩阵 Pki
C(i) 的 x 列向量是

Pki
C(i)ex(v) = 1ki

· 1
ki

· 1T
ki

Cix = 1ki
· ri(x)

ki

.

如果区组设计D = Db×k(v) 是组内平衡的, 那么

Pki
C(i)ex(v) = 1ki

· ri

ki

IBi
(x) = ci1ki

IBi
(x),∀x = 1, · · · , v.

这说明PkC 的各个行向量的非零元素都相同, 即至多只有两个值, 其中一个值是 0, 另一个
值是区组Bi 包含不同水平的个数.
如果PkC 的各个行向量的非零元素都相同, 那么所有非零的 ri(x)

ki
,∀x = 1, · · · , v, 是常

数, 即 ri(x) = riIBi
(x), 这说明区组设计D = Db×k(v) 是组内平衡的.

2. 由 1 我们知道: Pki
C(i)ex(v) = 1ki

ri(x)
ki
，它非零当且仅当水平 x 在区组 Bi 出现, 即

Pki
C(i)ex(v) 没有零元素. 由于 i 的任意性, 所以PkC 没有零元素和区组设计的完全性等价.

即证.
定理 4.1 给我们了一个方便的用计算机验证一个区组设计是否组内平衡和完全性的条

件.
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例 3 设区组设计为D1
3×213

(3) =




1 2
2 3
3 1


 , 如下程序可以用计算机来验证这个设计是

否组内平衡和完全的:

proc iml; d0={1 1, 2 2, 3 3}; d={1 2, 2 3, 3 1};

C0=Design(d0[loc(d0)]);C=Design(d[loc(d)]);P=C0*ginv(C0‘*C0)*C0‘;

PC=P*C; v=ncol(C);n=nrow(c0); do i=1 to n; r=PC[i, ]; r=r[loc(r)];

cc=cc//nrow(r); RC=RC//(max(r)-min(r)); end; print PC cc v RC;

run;quit;

计算可知

PC = PkC =




0.5 0.5 0
0.5 0.5 0
0 0.5 0.5
0 0.5 0.5

0.5 0 0.5
0.5 0 0.5




, CC =




2
2
2
2
2
2




, v = 3, RC =




0
0
0
0
0
0




.

程序中 CC 是区组内不同水平的个数, 所以 CC ≥ v 是区组设计为完全的判定条件, 另外
RC 是各个行非零元素组成的向量 r 的极差, 所以 Rc = 0 是区组设计为组内平衡的判定条
件. 程序中矩阵运算 // 是矩阵并行运算. 用定理 4.1 可知这个区组设计是组内平衡的, 但不
是完全的.
将程序中的区组设计 D 换成例 2 内的区组设计D1

3×213
(2)，即将程序中的区组设计 D

换成 D = {1 2, 1 2, 1 2}, 计算可知

PC = PkC =




0.5 0.5
0.5 0.5
0.5 0.5
0.5 0.5
0.5 0.5
0.5 0.5




, CC =




2
2
2
2
2
2




, v = 2, RC =




0
0
0
0
0
0




.

其中 CC = 216 ≥ 2 成立说明区组设计 D1
3×213

(2) 是完全的, RC = 06 说明区组设计

D1
3×213

(2) 是组内平衡的.

5 完全组内平衡区组设计的数据分析性质

象数学试验设计的一般模型和试验设计表无关, 都是不自生模型, 需要根据自由模型
(1.1) 派生.
在自由模型 (1.1)中,对于一般的系统函数 f(x0, · · · , xm, ω),考虑条件期望 g(x0, · · · , xm) =

E(f |x0, · · · , xm), 设M = {j1, · · · , jt} ⊆ Ω = {0, · · · ,m}, 记 xM = (xj1 , · · · , xjt
), |M | = t,

可以进行如下分解
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g(x0, · · · , xm) =
∑
M⊆Ω

τxM
. (5.1)

其中 τxM
=

∑
N :N⊆M

(−1)|M |−|N |E(g|xN ) =
∑

N :N⊆M

(−1)|M |−|N |E(f |xN ),∀M ⊆ Ω.

在系统函数平方可积的基本条件下, 可以证明的基本定理是

Eτ∅ = Eg = Ef, EτxM
= 0,∀M 6= ∅, (5.2)

Var(g) =
∑

∅6=M⊆Ω

Var(τxM
), (5.3)

其中方差 Var(g) = E(g − Eg)2,Var(τxM
) = Eτ 2

xM
≥ 0,∀M 6= ∅.

按不自生逻辑, 为了东西方试验设计模型的接轨, 根据模型 (1.1), 记 τxj
= E(f |xj) −

Ef, j = 0, · · · ,m, 较为合理的试验设计派生模型如下.
设一复杂系统的输出变量数据为 (yij), 可用如下模型来表示

yij = µ + αi + β1b1ij
+ · · ·+ βmbm

ij
+ εij , i = 1, · · · , b, j = 1, · · · , ki,

εij
i.i.d∼ N(0, σ2),

b∑
i=1

αi = 0,

vt∑
x=1

βtx = 0, (5.4)

其中 i.i.d 表示独立同分布, n = k1 + · · · + kb 是试验次数, µ = Ef, αi = τx0=x0(i), βtx =

τxt=xt(x) 为参数, 满足和设计表无关的约束 1
b

b∑
i=1

αi = 1
b

b∑
i=1

τx0=x0(i) ≈ Eτx0 = 0, 1
vt

vt∑
x=1

βtx =

1
vt

vt∑
x=1

τxt=xt(x) ≈ Eτxt
= 0. 区组设计是Dt

b×k(vt) = (bt
ij), 1 ≤ bt

ij ≤ vt, t = 0, · · · ,m , 其中

D0
b×k(v0) = (b0

ij) = [11k1 , · · · , b1kb
]T , v0 = b, b0

ij = i 是区组示性表. 相应的广义正交表为

GLn(b1; v1 · · · vm) = [a0, · · · , am] = [Vec(D0
b×k(v0)), · · · ,Vec(Dm

b×k(vm))].

派生模型 (5.4) 要解决的问题是和试验设计无关的自由模型 (1.1) 的问题. 用统计方法给
出的结论, 完全可以用自由模型 (1.1) 来模拟检验试验设计所用方法的合理性.
根据文献 [6–8] 的研究结论, 如果区组设计是相遇平衡和正交平衡的, 即相应的行列设计

为广义正交表, 那么对上述象数学试验设计派生模型的数据分析结论具有再现性. 根据引言
的完全组内平衡的哲学含义的分析, 完全组内平衡条件应该使得总体平均值和区组因子的水
平估计无偏方差最小.
同样根据文献 [6–8] 的研究结论, 在模型 (5.4) 的条件下, 如果相应的行列设计表为广义

正交表, 那么对参数 µ 和 αi, 其传统估计一般使用的是不正确的数据总平均

µ̂ = ȳ∗∗ =
1
n

b∑
i=1

ki∑
j=1

yij =
1
n

b∑
i=1

kiȳi∗, ȳi∗ =
1
ki

ki∑
j=1

yij ,

和区组数据平均与数据总平均的差

α̂i = ȳi∗ − 1
n

b∑
i=1

kiȳi∗ = ȳi∗ − ȳ∗∗, i = 1, · · · , b.
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这些估计不但和区组设计的区组大小的分解式 n = k1 + · · ·+ kb 有关, 而且也受到试验因子
水平效应大小的影响, 无法保证试验数据的分析结论具有再现性. 一般广义正交表估计的正
确形式应该是

µ̂ = ȳw
∗∗ −

∑
t=l

vt∑
x=1

(
rt(x)

b
− 1

vt

)
β̂tx ∼ N(µ, σ2/λµ),

α̂i = ȳi∗ − ȳw
∗∗ −

∑
t=l

vt∑
x=1

(
rt

i(x)
ki

− rt(x)
b

)
β̂tx, α̂ = (α̂1, · · · , α̂b)T ∼ Nb(α, τbσ

2/(λαb)),

β̂tx =
1

λtvt

b∑
i=1

ri(x)(ȳi∗(x)− ȳi∗), β̂t = (β̂t1, · · · , β̂tvt
)T ∼ Nvt

(βt, τvt
σ2/(λtvt)),

其中

λµ = 1/

(
W

b
+

∑
t=l

1
λtvt

vt∑
x=1

(
rt(x)

b
− 1

vt

)2
)

,W =
1
b

b∑
i=1

1
ki

,

λα = 1/

(
bW +

∑
t>l

b

(b− 1)λtvt

vt∑
x=1

(
rt

i(x)
ki

− rt(x)
b

)2
)

,

ȳw
∗∗ =

1
b

b∑
i=1

ȳi∗, ȳi∗ =
1
ki

ki∑
j=1

yij , ȳi∗(x) =
1

ri(x)

∑

j:bt
ij=x

yij ,

ri(x) = |{j : bt
ij = x}|, rt(x) =

b∑
i=1

rt
i(x)
ki

, λt =
b∑

i=1

rt
i(x)rt

i(y)
ki

,∀x 6= y.

τr = Ir −Pr, Ir 是 r 阶单位矩阵, Pr = 1
r
1r1T

r 是秩为 1 的投影矩阵, 1r 是元素都是 1 的 r 维

列向量.
根据区组设计的完全组内平衡性质可知如下条件是一定成立的,

rt(x)
b

− 1
vt

= 0,
rt

i(x)
ki

− rt(x)
b

= 0,∀x ∈ {1, · · · , vt}, t = 1, · · · ,m.

利用这个条件, 可以把具有完全组内平衡性质的广义正交表的数据分析结论总结成如下
定理.
定理 5.1 考虑模型 (5.4). 在广义正交表的基础上, 如果相应的区组设计也满足完全组

内平衡性质, 那么对总体均值、区组水平效应、试验因子水平效应的估计为

µ̂ =
1
b

b∑
i=1

ȳi∗ = ȳw
∗∗, α̂i = ȳi∗ − 1

b

b∑
i=1

ȳi∗ = ȳi∗ − ȳw
∗∗, β̂tx =

1
b

b∑
i=1

ri(x)(ȳi∗(x)− ȳi∗).

所有估计是无偏的和方差最小的, 并且在 n 比较大时, 其与区组大小 ki 基本无关的, 且具有
试验数据分析结论再现性, 使得试验收获最大.

6 结论
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本文首先对试验设计的完全组内平衡性概念进行了哲学层面的分析. 并根据完全组内平
衡区组设计的哲学分析结论, 对区组设计的组合条件的数学定义和数学判定方法进行了重点
研究. 其数学定义方法不但具有完全组内平衡哲学方面的意义, 也具有组合分析方面的重要
意义, 其数学判定方法比较简单, 可以用 SAS 程序快速验证. 具有完全组内平衡性质的广义
正交表的数据分析结论, 不但能够使得试验因子的各个水平效应的估计无偏和方差最小, 而
且能够使得对试验的总体均值和区组水平效应的估计是无偏的和方差最小的, 并且在数据个
数较大时, 其余区组大小 ki 基本无关, 具有试验数据分析结论再现性. 因此, 我们推荐在试
验设计中, 在可能的条件下, 要尽可能的采用这种具有完全组内平衡性质的广义正交表. 一般
地, 我们把这种设计表称为近似正交表.
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