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一类具交错扩散的强耦合退化抛物方程组解的整体存在与非存在性
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摘要: 本文研究了一类具交错扩散的强耦合拟线性退化抛物方程组初边值问题正古典解的局部

存在, 整体存在与非整体存在性. 利用正则化方法和先验估计技巧证明了该问题正古典解的局部存在

性, 并且分别给出了该问题是否存在整体古典解的充分条件. 结果表明当种群内竞争强于种群间互惠

作用时, 此问题存在整体解; 而当两种群具有强互惠作用时, 所有解都是非整体的.

关键词: 退化抛物方程组; 强耦合; 整体存在; 非整体存在; 交错扩散

MR(2010) 主题分类号: 35K40; 35K51 中图分类号: O175.2

文献标识码: A 文章编号: 0255-7797(2014)05-0947-12

1 引言

反应扩散方程和方程组是一类重要的抛物型偏微分方程, 它们有着非常广泛的实际背景,
涉及了如物理, 化学, 以及生物群体动力学等许多方面的科学研究领域. 它们是自然界中广泛
存在的扩散现象的一种数学抽象.
关于如下形式的拟线性退化抛物方程





ut = f(u)(∆u + au), x ∈ Ω , t > 0,

u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω , t > 0,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω

和方程组 



ut = f(v)(∆u + au), x ∈ Ω , t > 0,

vt = g(u)(∆v + bv), x ∈ Ω , t > 0,

u(x, t) = v(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω , t > 0,

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), x ∈ Ω

古典解的整体存在和非存在性的研究已经取得了丰富的结果, 其中文献 [1–3] 讨论的是单方
程的情形, 而文献 [4–6] 讨论了强耦合方程组的情形. 他们通过对 a, b以及区域 Ω 大小关系
的讨论, 分别建立了整体解的存在与不存在性条件.
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2008 年, Chen [7] 研究了如下形式的拟线性问题

{
ut = uαvβ∆u + aupvq,

vt = uθvη∆v + burvs.

利用一种基于积分估计的方法, 他证明了上述问题是否存在整体解与 (q − β)(r − θ) − (α +
1− p)(η + 1− s) 的符号密切相关.

受上述工作的启发, 本文研究如下形式的扩散方程组解的整体存在与非存在性:





ut = vp[∆u + u(a1 − b1u
r + c1v

s)], x ∈ Ω , t > 0,

vt = uq[∆v + v(a2 + b2u
l − c2v

m)], x ∈ Ω , t > 0,

u(x, t) = v(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω , t > 0,

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), x ∈ Ω ,

(1.1)

其中 Ω 是 RN 中具有光滑边界 ∂Ω 的有界区域, ai, bi, ci(i = 1, 2), p, q > 0, r, s, l,m ≥ 1. 初
值 (u0, v0) 满足 {

u0, v0 ∈ C1(Ω), u0, v0 > 0, x ∈ Ω ,

u0 = v0 = 0, ∂u0
∂n

< 0, ∂v0
∂n

< 0, x ∈ ∂Ω ,
(1.2)

这里 n 代表 ∂Ω 上的外法向量. 模型 (1.1) 可以用来描述生物种群动力学中具有互惠作用的
两种群的种群密度的变化规律. 其中未知函数 u(x, t), v(x, t) 分别代表两种群在 t 时刻 x 处

的种群密度, a1, a2 是各自的净出生率, 系数 b1, c2 代表了种群内部的竞争而系数 b2, c1 代表

种群间的互惠作用. 问题的强耦合性使得通常的比较原理一般不再成立. 为了克服这一困难,
本文中我们采用 Chen 在文献 [7] 中用过的借助积分估计的方法来证明问题 (1.1) 整体解的
存在与非存在性. 我们将证明当种群内部竞争强于种群间的互惠作用时, 问题 (1.1) 存在整体
古典解; 而当两种群具有强互惠作用时, 该问题所有的正古典解都不是整体存在的. 类似问题
的讨论还可以参见文献 [8–10].

我们称 (u, v) 是问题 (1.1) 的古典解, 如果存在 0 < T ≤ ∞,使得 (u, v) ∈ [C2,1(Ω ×
(0, T )) ∩ C(Ω × [0, T ))]2, (u, v) 在 Ω × (0, T ) 内满足方程并且连续地满足初边值条件.

本文中我们用 λ1 代表 −∆在 Ω 内齐次Dirichlet边值问题的第一特征值, ϕ > 0为相应
的特征函数满足max

x∈Ω
ϕ(x) = 1. 易知 λ1 > 0, ∂ϕ

∂n
< 0 于 ∂Ω .

文章安排如下: 第二部分我们给出正古典解局部存在性的证明. 在第三和第四两部分我
们分别给出问题整体解存在和不存在的充分条件.

2 局部存在性

由于在 ∂Ω 上 u = v = 0, 所以 (1.1) 式不是严格抛物型的. 经典的抛物方程理论 [11,12]

不能直接用于证明它的古典解的局部存在性. 为了克服这个困难, 我们采用正则逼近的方法.
这个方法已被很多学者用来证明退化方程或方程组解的局部存在性 (见文献 [3,13,14]). 这里
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我们只是简要地给出证明框架. 考虑如下逼近问题




uεt = vp
ε [∆uε + uε(a1 − b1u

r
ε + c1v

s
ε )], x ∈ Ω , t > 0,

vεt = uq
ε [∆vε + vε(a2 + b2u

l
ε − c2v

m
ε )], x ∈ Ω , t > 0,

uε(x, t) = vε(x, t) = ε, x ∈ ∂Ω , t > 0,

uε(x, 0) = u0(x) + ε, vε(x, 0) = v0(x) + ε, x ∈ Ω .

(2.1)

由抛物方程的经典理论可知 (2.1) 式存在惟一正解 (uε, vε) ∈ [C2,1(Ω × (0, T (ε))) ∩ C1,0(Ω ×
[0, T (ε))]2 (0 < T (ε) ≤ ∞), 这里 T (ε) 是解的最大存在时间. 此外, 由类似与文献 [13] 中的方
法可得, 对任意 0 < ε ≤ min{(a1

b1
)

1
r , (a2

c2
)

1
m }, 在 Ω × [0, T (ε)) 上都有 uε, vε ≥ ε.

为了讨论 (uε, vε) 的收敛性, 我们需要对它们做一些上、下界的估计. 由假设 (1.2) 式可
知, 存在两个正常数 k, K 使得

kϕ ≤ u0, v0 ≤ Kϕ, x ∈ Ω . (2.2)

记M = max{max
Ω

u0(x),max
Ω

v0(x)}. 令 (f(t), g(t)) 为下述 ODE 的惟一解





f ′ = fgp(a1 + c1g
s), t > 0,

g′ = f qg(a2 + b2f
l), t > 0,

f(0) = g(0) = M + max{(a1
b1

)
1
r , (a2

c2
)

1
m }.

(2.3)

则 f(t), g(t) ≥ M + max{(a1
b1

)
1
r , (a2

c2
)

1
m }. 记 T ∗ ( 0 < T ∗ < ∞) 为它的最大存在时间 (注意

T ∗ < ∞ 因为 (f(t), g(t)) 在有限时刻爆破). 我们可以得到正则化问题解 (uε, vε) 的上、下界
估计, 也就是如下的
命题 2.1 设 0 < ε ≤ min{(a1

b1
)

1
r , (a2

c2
)

1
m }, (uε, vε)是问题 (2.1)的解. 则对任意固定的 T ,

0 < T < min{T (ε), T ∗}, 有

uε ≤ f(t), vε ≤ g(t), (x, t) ∈ Ω × [0, T ].

这表明对任意的 0 < ε ≤ min{(a1
b1

)
1
r , (a2

c2
)

1
m }, 都有 T (ε) ≥ T ∗.

命题 2.2 设 0 < ε ≤ min{(a1
b1

)
1
r , (a2

c2
)

1
m }, (uε, vε) 是问题 (2.1) 的解, 且正常数 k 满足

(2.2) 式. 则存在一个不依赖于 ε 的正常数 ρ 使得

uε, vε ≥ ke−ρtϕ, (x, t) ∈ Ω × [0, T∗],

这里 T∗ = T∗

2
.

这两个命题可以用类似于文献 [13] 中的方法给予证明, 这里我们略去其细节.
借助于命题 2.1 和 2.2, 并利用标准的局部 Schauder 估计和对角线方法可知, 存在 {ε} 的

子列 {ε′} 和 u, v ∈ C
2+α,1+ α

2
loc (Ω × (0, T∗]) 使得对任意 Ω∗ b Ω 和 0 < τ < T∗ 都有

(uε′ , vε′) → (u, v) 在 [C2+β,1+ β
2 (Ω∗ × [τ, T∗])]2 (0 < β < α), ε′ → 0+.

于是 (u, v) 满足方程 (1.1).
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固定 ε0 : 0 < ε0 < min{(a1
b1

)
1
r , (a2

c2
)

1
m }. 对任意 Ω0 b Ω and 0 < ε′ < ε0, 再次利用命题

2.1, 2.2, 标准的 Lp 估计和嵌入定理可知 uε′ 和 vε′ 的 Cα, α
2 (Ω0 × [0, T∗]) 范数对任意 ε′ < ε0

是一致有界的. 于是可知当 ε′ → 0+ 时,

(uε′ , vε′) → (u, v) 在 [Cβ, β
2 (Ω0 × [0, T∗])]2 (0 < β < α).

这表明 u, v ∈ C(Ω × [0, T∗]). 类似于文献 [2] 中的讨论我们可知 (u, v) 连续到抛物侧边
界 ∂Ω × (0, T∗]. 综上可得如下的局部存在性定理.
定理 2.1 假设初值 (u0(x), v0(x)) 满足 (1.2) 式. 则问题 (1.1) 存在一个正古典解

(u, v) ∈ [C2+α,1+ α
2

loc (Ω × (0, T∗)) ∩ C(Ω × [0, T∗])]2, α : 0 < α < 1.

3 解的整体存在性

在这部分我们将给出问题 (1.1) 存在整体正古典解的一个充分条件, 我们的结果是如下:
定理 3.1 假设 r = s, l = m, b1 ≥ c1, b2 ≤ c2. 则只要 λ1 > max{a1, a2}, 问题 (1.1) 就

有整体正古典解.
证 我们的证明将分三步进行.
第一步 根据特征值对区域 Ω 的连续依赖性可知, 对任意 ρ ∈ (0, λ1), 可以找到一个区

域 D : D c Ω , 使得 λ1 − ρ 是 −∆在 D 内齐次Dirichlet 边值问题的第一特征值, 即

{
−∆ϕ = (λ1 − ρ)ϕ, x ∈ D,

ϕ = 0, x ∈ ∂D.
(3.1)

记 ϕ 为满足 maxx∈D ϕ(x) = 1 的第一特征函数. 易知在 Ω 上 ϕ > 0. 对任意正整数 n, 定义

hε,n(t) =
∫

Ω

un
ε

ϕkn
x. , wε,n(t) =

∫

Ω

vn
ε

ϕkn
x. , (3.2)

这里 k > 0 待定. 对 (3.2) 式关于 t 求导, 利用方程 (2.1) 并分部积分可得

h′ε,n(t) = n

∫

Ω

un−1
ε vp

ε

ϕkn
[∆uε + uε(a1 − b1u

s
ε + c1v

s
ε )]x.

= −n(n− 1)
∫

Ω

un−2
ε vp

ε

ϕkn
|∇uε|2x. + kn2

∫

Ω

un−1
ε vp

ε

ϕkn+1
∇uε∇ϕx.

+n

∫

∂Ω

εn−1+p

ϕkn

∂uε

∂n
S. − np

∫

Ω

un−1
ε vp−1

ε

ϕkn
∇vε∇uεx.

+n

∫

Ω

un
ε vp

ε

ϕkn
(a1 − b1u

s
ε + c1v

s
ε )x. . (3.3)

为估计 (3.3) 式, 我们利用下述恒等式

ϕ2|∇uε|2 = |ϕ∇uε − kuε∇ϕ|2 + 2kuεϕ∇uε∇ϕ− k2u2
ε |∇ϕ|2. (3.4)
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此时 (3.3) 式变为

h′ε,n(t) = −n(n− 1)
∫

Ω

un−2
ε vp

ε

ϕkn+2
|ϕ∇uε − kuε∇ϕ|2x.

−kn(n− 2)
∫

Ω

un−1
ε vp

ε

ϕkn+1
∇uε∇ϕx.

+k2n(n− 1)
∫

Ω

un
ε vp

ε

ϕkn+2
|∇ϕ|2x. + n

∫

∂Ω

εn−1+p

ϕkn

∂uε

∂n
S.

−np

∫

Ω

un−1
ε vp−1

ε

ϕkn+1
∇vε(ϕ∇uε − kuε∇ϕ)x.

−nkp

∫

Ω

un
ε vp−1

ε

ϕkn+1
∇vε∇ϕx. + n

∫

Ω

un
ε vp

ε

ϕkn
(a1 − b1u

s
ε + c1v

s
ε )x. . (3.5)

对 (3.5) 式中右端第二项分部积分可得

−n

∫

Ω

un−1
ε vp

ε

ϕkn+1
∇uε∇ϕx. = −

∫

∂Ω

εn+p

ϕkn+1

∂ϕ

∂n
S. − (kn + 1)

∫

Ω

un
ε vp

ε

ϕkn+2
|∇ϕ|2x.

+
∫

Ω

un
ε vp

ε

ϕkn+1
∆ϕx. + p

∫

Ω

un
ε vp−1

ε

ϕkn+1
∇ϕ∇vεx. . (3.6)

借助 (3.1) 和 (3.6) 式可得

−kn(n− 2)
∫

Ω

un−1
ε vp

ε

ϕkn+1
∇uε∇ϕx. + k2n(n− 1)

∫

Ω

un
ε vp

ε

ϕkn+2
|∇ϕ|2x.

= [k2n(n− 1)− k(n− 2)(kn + 1)]
∫

Ω

un
ε vp

ε

ϕkn+2
|∇ϕ|2x. − k(n− 2)

∫

∂Ω

εn+p

ϕkn+1

∂ϕ

∂n
S.

−k(n− 2)(λ1 − ρ)
∫

Ω

un
ε vp

ε

ϕkn
x. + kp(n− 2)

∫

Ω

un
ε vp−1

ε

ϕkn+1
∇ϕ∇vεx. . (3.7)

(3.5) 式中右端第五项可以借助 Cauchy 不等式估计如下:

np
∣∣∣
∫

Ω

un−1
ε vp−1

ε

ϕkn+1
∇vε(ϕ∇uε − kuε∇ϕ)x.

∣∣∣ ≤ n(n− 1)
∫

Ω

un−2
ε vp

ε

ϕkn+2
|ϕ∇uε − kuε∇ϕ|2x.

+
np2

n− 1

∫

Ω

un
ε vp−2

ε

ϕkn
|∇vε|2x. . (3.8)

将 (3.7) 和 (3.8) 式代入 (3.5) 式, 可得

h′ε,n(t)

≤ k(nk − n + 2)
∫

Ω

un
ε vp

ε

ϕkn+2
|∇ϕ|2x. − [k(n− 2)(λ1 − ρ)− a1n]

∫

Ω

un
ε vp

ε

ϕkn
x.

−2kp

∫

Ω

un
ε vp−1

ε

ϕkn+1
∇ϕ∇vεx. − b1n

∫

Ω

un+s
ε vp

ε

ϕkn
x. − k(n− 2)

∫

∂Ω

εn+p

ϕkn+1

∂ϕ

∂n
S.

+
np2

n− 1

∫

Ω

un
ε vp−2

ε

ϕkn
|∇vε|2x. + c1n

∫

Ω

un
ε vp+s

ε

ϕkn
x. + n

∫

∂Ω

εn−1+p

ϕkn

∂uε

∂n
S. . (3.9)
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利用 Young 不等式可以对 (3.9) 式右端倒数第二项估计如下:

c1n

∫

Ω

un
ε vp+s

ε

ϕkn
x. ≤

c1n
2

n + s

∫

Ω

un+s
ε vp

ε

ϕkn
x. +

c1ns

n + s

∫

Ω

vn+p+s
ε

ϕkn
x. . (3.10)

由于对任意 0 < T < T (ε), uε, vε 以及 ∇vε 在 Ω × [0, T ] 上是有界的, 故我们可以选取充分
大的 n 使得在 Ω × [0, T ] 上有

n ≥ 2pvp−2
ε (kvεϕ

−1|∇ϕ∇vε|+ p|∇vε|2)且 n ≥ vp+s
ε . (3.11)

注意到 λ1 > max{a1, a2}, 我们可以选取 ρ > 0 充分小使得 λ1 − ρ > max{a1, a2}. 然后
取 k < 1 但是充分接近 1 使得 k(λ1 − ρ) > max{a1, a2}. 这样, 对充分大的 n 可得

h′ε,n(t) ≤ nhε,n(t)− (b1 − c1)n
∫

Ω

un+s
ε vp

ε

ϕkn
x. + c1snwε,n(t)

+n

∫

∂Ω

εn−1+p

ϕkn

∂uε

∂n
S. − k(n− 2)

∫

∂Ω

εn+p

ϕkn+1

∂ϕ

∂n
S.

≤ nhε,n(t) + c1snwε,n(t) + δ1n

∫

∂Ω

|∂ϕ
∂n
|+ ϕ|∂uε

∂n
|

ϕkn+1
S. . (3.12)

类似的, 可以得到

w′ε,n(t) ≤ nwε,n(t) + b2 lnhε,n(t) + δ2n

∫

∂Ω

|∂ϕ
∂n
|+ ϕ|∂vε

∂n
|

ϕkn+1
S. . (3.13)

将 (3.12) 和 (3.13) 式相加可知对充分大的 n 和任意 t ∈ [0, T ] 有

d

dt
(hε,n(t) + wε,n(t)) ≤ δ3n(hε,n(t) + wε,n(t))

+δ4n

∫

∂Ω

1
ϕkn+1

(|∂ϕ

∂n
|+ ϕ|∂uε

∂n
|+ ϕ|∂vε

∂n
|)S. , (3.14)

这里 δ1, · · · , δ4 是不依赖于 n 和 ε 的正常数. 求解 (3.14) 式可得

hε,n(t) + wε,n(t) ≤ (hε,n(0) + wε,n(0))eδ3nt

+
∫ t

0

eδ4n(t−τ)

∫

∂Ω

δ4n

ϕkn+1

(∣∣∣∂ϕ

∂n

∣∣∣ + ϕ
∣∣∣∂uε

∂n

∣∣∣ + ϕ
∣∣∣∂vε

∂n

∣∣∣
)
S.dτ. (3.15)

对 (3.15) 式开 n 次方根并令 n →∞ 可得

max
{

max
Ω

uε(x, t)
ϕk(x)

,max
Ω

vε(x, t)
ϕk(x)

}
≤ max

{
max

Ω

u0(x)
ϕk(x)

,max
Ω

v0(x)
ϕk(x)

}
e(δ3+δ4)t. (3.16)

这表明 T (ε) = ∞, 且对任意 0 < ε ≤ min{(a1
b1

)
1
r , (a2

c2
)

1
m }, 都有 uε + vε ≤ c0e

Mt.
第二步 第一步的结果表明对任意 T < T (ε), (uε, vε) 在 [0, T ] 上都是有界的. 利用类似

于命题 2.2 的方法可以证明在 Ω × [0, T ] 上, uε, vε ≥ ke−ρtϕ, 这里 ρ 是不依赖于 ε 的正常数.
第三步 由前两步的结论可知, 对任意 Ωn b Ω 和 0 < τ < Tn < T , 存在两个正常

数 σ(n, t) 和M(n, t) 使得在 Ωn × [τ, Tn] 上有 σ(n, t) ≤ uε, vε ≤ M(n, t). 再次利用标准的局
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部 Schauder 估计和对角线法则可知存在 {ε} 的子列 {ε′} 和 u, v ∈ C
2+α,1+ α

2
loc (Ω × (0, T )) 使

得对任意 Ω∗ b Ω 和 0 < τ < T0 < T

(uε′ , vε′) → (u, v) 于 [C2+α,1+ α
2 (Ω∗ × [τ, T0])]2, ε′ → 0+.

于是 (u, v) 在 Ω × (0, T ) 上满足 (1.1) 的方程.
类似于局部存在性时的讨论可知 (u, v) ∈ [C2+α,1+ α

2
loc (Ω × (0, T )) ∩ C(Ω × [0, T ))]2 是

(1.1) 式的古典解. 由 T 的任意性可知, (u, v) ∈ [C2+α,1+ α
2

loc (Ω × (0,∞))∩C(Ω × [0,∞))]2, 即
(u, v) 是 (1.1) 式的整体解. 证毕.
注 利用类似于文献 [14] 中的方法还可以证明, 通过正则化方法得到的解 (u, v) 其实是

问题 (1.1) 的一个最大解, 即若 (u, v) 是 (1.1) 式的任意一个解, 则必有 u ≥ u, v ≥ v. 这和定
理 3.1 表明此时问题 (1.1) 的所有解都是整体解.

4 非整体解的存在性

本节给出问题 (1.1) 不存在整体古典解的一个充分条件, 主要结果是如下的
定理 4.1 假设 b1 ≤ c1, c2 ≤ b2, r = s, l = m, 0 < p, q < 2. 则当 λ1 < min{a1, a2} 时,

问题 (1.1) 不存在非平凡的整体古典解.
证 若不然假设问题 (1.1)存在一个非平凡的整体古典解,我们将证明它必在有限时刻爆

破. 根据特征值对区域 Ω 的连续依赖性我们可以找到一个小常数 θ > 0 和区域D, D b Ω
使得

λ1 + (4 + λ1)θ + 3θ2 < min{a1, a2}, (1 + θ)p ≤ 2, (1 + θ)q ≤ 2, (4.1)

且 λ1 + θ 是 −∆在 D 内齐次Dirichlet边值问题的第一特征值, 即
{
−∆ϕ = (λ1 + θ)ϕ, x ∈ D,

ϕ = 0, x ∈ ∂D.
(4.2)

易知 u 和 v 在 D 上是严格正的.
对任意正整数 n, 定义

hn(t) =
∫

D

ϕkn

un
x. , wn(t) =

∫

D

ϕkn

vn
x. , (4.3)

这里 k ≥ 1 待定. 对 (4.3) 式关于 t 求导, 利用方程 (1.1) 和分部积分公式可得

h′n(t) = −n

∫

D

ϕknvp

un+1
[∆u + u(a1 − b1u

s + c1v
s)]x.

= −n(n + 1)
∫

D

ϕknvp

un+2
|∇u|2x. + np

∫

D

ϕknvp−1

un+1
∇v∇ux.

+kn2

∫

D

ϕkn−1vp

un+1
∇ϕ∇ux. − n

∫

D

ϕknvp

un
(a1 − b1u

s + c1v
s)x. . (4.4)

为了估计 (4.4) 式, 我们利用如下恒等式

ϕ2|∇u|2 = |ϕ∇u− ku∇ϕ|2 + 2kuϕ∇u∇ϕ− k2u2|∇ϕ|2.
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此时 (4.4) 式变为

h′n(t) = −n(n + 1)
∫

D

ϕkn−2vp

un+2
|ϕ∇u− ku∇ϕ|2x. − kn(n + 2)

∫

D

ϕkn−1vp

un+1
∇ϕ∇ux.

+k2n(n + 1)
∫

D

ϕkn−2vp

un
|∇ϕ|2x. + np

∫

D

ϕkn−1vp−1

un+1
∇v(ϕ∇u− ku∇ϕ)x.

+knp

∫

D

ϕkn−1vp−1

un
∇v∇ϕx. − n

∫

D

ϕknvp

un
(a1 − b1u

s + c1v
s)x. . (4.5)

对 (4.5) 右端第二项利用分部积分可得

−n

∫

D

ϕkn−1vp

un+1
∇ϕ∇ux. = −

∫

D

ϕkn−1vp

un
∆ϕx. − p

∫

D

ϕkn−1vp−1

un
∇v∇ϕx.

−(kn− 1)
∫

D

ϕkn−2vp

un
|∇ϕ|2x. . (4.6)

利用 (4.2) 式和上述关系可得

−kn(n + 2)
∫

D

ϕkn−1vp

un+1
∇ϕ∇ux. + k2n(n + 1)

∫

D

ϕkn−2vp

un
|∇ϕ|2x.

= −k(nk − n− 2)
∫

D

ϕkn−2vp

un
|∇ϕ|2x. + k(n + 2)(λ1 + θ)

∫

D

ϕknvp

un
x.

−kp(n + 2)
∫

D

ϕkn−1vp−1

un
∇v∇ϕx. . (4.7)

对 (4.5) 式中右端第四项可以用 Cauchy 不等式作如下估计:
∣∣∣np

∫

D

ϕkn−1vp−1

un+1
∇v(ϕ∇u− ku∇ϕ)x.

∣∣∣

≤ n(n + 1)
∫

D

ϕkn−2vp

un+2
|ϕ∇u− ku∇ϕ|2x. +

np2

n + 1

∫

D

ϕknvp−2

un
|∇v|2x. . (4.8)

将 (4.7) 和 (4.8) 式代入 (4.5) 式, 我们得到

h′n(t) ≤ −k(nk − n− 2)
∫

D

ϕkn−2vp

un
|∇ϕ|2x. + k(n + 2)(λ1 + θ)

∫

D

ϕknvp

un
x.

+
np2

n + 1

∫

D

ϕknvp−2

un
|∇v|2x. − 2kp

∫

D

ϕkn−1vp−1

un
∇v∇ϕx.

−n

∫

D

ϕknvp

un
(a1 − b1u

s + c1v
s)x. . (4.9)

同样对 (4.9) 式中右端第四项利用 Cauchy 不等式可得
∣∣∣2kp

∫

D

ϕkn−1vp−1

un
∇v∇ϕx.

∣∣∣ ≤ kp

∫

D

ϕkn−2vp

un
|∇ϕ|2x. + kp

∫

D

ϕknvp−2

un
|∇v|2x. . (4.10)

将 (4.10) 式代入 (4.9) 式有

h′n(t) ≤ k(n + 2)(λ1 + θ)
∫

D
ϕknvp

un x. − k(nk − n− 2− p)
∫

D
ϕkn−2vp

un |∇ϕ|2x.
+(kp + np2

n+1
)
∫

D
ϕknvp−2

un |∇v|2x. − n
∫

D
ϕknvp

un (a1 − b1u
s + c1v

s)x. . (4.11)
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由于 (u, v) 对所有的 t > 0 都存在, 且在 D 上是严格正的, 故对任意给定的 T > 0, 可以选
择 n 充分大使得在 D × [0, T ] 上

k(n + 2)θ ≥ p(k + p)v−2|∇v|2,

于是有

h′n(t) ≤ k(n + 2)(λ1 + 2θ)
∫

D

ϕknvp

un
x. − k(nk − n− 2− p)

∫

D

ϕkn−2vp

un
|∇ϕ|2x.

−n

∫

D

ϕknvp

un
(a1 − b1u

s + c1v
s)x.

= [k(n + 2)(λ1 + 2θ)− a1n]
∫

D

ϕknvp

un
x. + b1n

∫

D

ϕknvp

un−s
x.

−k(nk − n− 2− p)
∫

D

ϕkn−2vp

un
|∇ϕ|2x. − c1n

∫

D

ϕknvp+s

un
x. . (4.12)

利用 Young 不等式, 可以对 (4.12) 式右端第三项做如下估计:

b1n

∫

D

ϕknvp

un−s
x. ≤ b1(n− s)

∫

D

ϕknvp+s

un
x. + b1s

∫

D

ϕkn

vn−p−s
x. . (4.13)

将 (4.13) 式代入 (4.12) 式得

h′n(t) ≤ [k(n + 2)(λ1 + 2θ)− a1n]
∫

D

ϕknvp

un
x. − [(c1 − b1)n + b1s]

∫

D

ϕknvp+s

un
x.

−k(nk − n− 2− p)
∫

D

ϕkn−2vp

un
|∇ϕ|2x. + b1s

∫

D

ϕkn

vn−p−s
x. . (4.14)

类似的, 我们可以得到

w′n(t) ≤ [k(n + 2)(λ1 + 2θ)− a2n]
∫

D

ϕknuq

vn
x. − [(b2 − c2)n + c2l]

∫

D

ϕknuq+l

vn
x.

−k(nk − n− 2− q)
∫

D

ϕkn−2uq

vn
|∇ϕ|2x. + c2l

∫

D

ϕkn

un−q−l
x. . (4.15)

由于 u, v 在 D × [0, T ] 上有严格正的上下界, 故我们可以选取 n 充分大使得

b1s

∫

D

ϕkn

vn−p−s
x. ≤ θn

∫

D

ϕknuq

vn
x. , c2l

∫

D

ϕkn

un−q−l
x. ≤ θn

∫

D

ϕknvp

un
x. . (4.16)

取 k = 1 + θ, 将 (4.14) 和 (4.15) 式相加, 并将 (4.16) 式代入其中可得

h′n(t) + w′n(t) ≤ −θn
(∫

D

ϕknvp

un
x. +

∫

D

ϕkn−2vp

un
|∇ϕ|2x.

)

−θn
(∫

D

ϕknuq

vn
x. +

∫

D

ϕkn−2uq

vn
|∇ϕ|2x.

)
. (4.17)
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令 Hn(t) = hn(t) + wn(t). 由 (4.17) 式可知, 对任意 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ T 有

Hn(t2) ≤ Hn(t1).

对 Hn(t) 开 n 次方根并令 n →∞ 可得

H(t)
4
= max

{
max

D

ϕk

u(x, t)
,max

D

ϕk

v(x, t)

}
≤ max

{
max

D

ϕk

u0

,max
D

ϕk

v0

}
. (4.18)

由于 (4.18) 式不依赖于 T , 故它对所有的 t > 0 都成立. 此外由 (4.17) 式可知H(t) 是单调递
减的.
记 lim

t→∞
H(t) = A. 如果 A > 0, 则 u 和 v 在 D × [0,∞) 上是有界的. 于是由 (4.17) 式可

知, 对充分大但是固定的 n 有 H ′
n(t) ≤ −cn. 这是一个矛盾, 因为此时 t 不可能趋于无穷大.

如果 A = 0, 则对任意 N > 1, 存在充分大的 t1 使得对所有的 t ≥ t1 都有

ϕk

u(x, t)
,

ϕk

v(x, t)
≤ H(t) ≤ 1

N
或 u(x, t), v(x, t) ≥ Nϕk. (4.19)

为了得到 (u, v) 在 D 上的正下界, 我们可以重新选择一个区域 D1 满足 D b D1 b Ω , 使得
对于满足 0 < θ̃ < θ 的 θ̃, λ1 + θ̃ 为 −∆在 D 内齐次Dirichlet边值问题的第一特征值. 用上
述方法可以证明 (4.19) 式在 D1 上也是成立的. 于是可以选取 N 充分大可知在 D × [t1,∞)
上 u, v ≥ 1. 不失一般性, 假设 p ≤ q. 令 δ2 = minD{ϕ2 + |∇ϕ|2} > 0, 则由 (4.19) 和 (4.17)
式可得

H ′
n(t) ≤ −θnNpδ2

∫

D

ϕkn−2+kp

un
x. − θnN qδ2

∫

D

ϕkn−2+kq

vn
x.

≤ −θnNpδ2

∫

D

ϕkn

un
x. − θnN qδ2

∫

D

ϕkn

vn
x. . (4.20)

第二个不等式成立是因为 kp, kq ≤ 2, ϕ ≤ 1. 在 (4.19) 式中选取 t1 和 N 使得 θNpδ2 ≥ 1, 则
由 (4.20) 式可知对任意 t ≥ t1,

H ′
n(t) ≤ −nHn(t).

由此可得对任意 t ≥ t1, Hn(t) ≤ Hn(t1)e−n(t−t1), 进而有 H(t) ≤ H(t1)e−(t−t1). 类似于
(4.19) 式, 我们得到

u(x, t), v(x, t) ≥ Net−t1ϕk, ∀ t ≥ t1. (4.21)

定义序列 {ti} 满足 ti+1 = ti + 22−i

p
. 易知当 i → ∞ 时, ti → t1 + 4

p
. 将 (4.21) 式代入 (4.17)

式得

H ′
n(t) ≤ −θnNpδ2ep(t−t1)

∫

D

ϕkn−2+kp

un
x. − θnN qδ2eq(t−t1)

∫

D

ϕkn−2+kq

vn
x.

≤ −nep(t2−t1)

∫

D

ϕkn

un
x. − neq(t2−t1)

∫

D

ϕkn

vn
x.

≤ −n22Hn(t), ∀ t ≥ t2.
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由此可得

Hn(t) ≤ Hn(t2)e−4n(t−t2) ≤ Hn(t1)e−4n(t−t2)

或

u(x, t), v(x, t) ≥ Ne4(t−t2)ϕk ≥ N24(t−t2)ϕk, t ≥ t2. (4.22)

假设对 i ≤ 2, 有
u(x, t), v(x, t) ≥ N2(t−ti)2

2i−2
ϕk, ∀ t ≥ ti. (4.23)

重复上面的操作可得

H ′
n(t) ≤ −θnNpδ22p(t−ti)2

2i−2
∫

D

ϕkn

un
x. − θnN qδ22q(t−ti)2

2i−2
∫

D

ϕkn

vn
x.

≤ −n2p(ti+1−ti)2
2i−2

∫

D

ϕkn

un
x. − n2q(ti+1−ti)2

2i−2
∫

D

ϕkn

vn
x.

≤ −n22i

Hn(t)

≤ −n22iHn(t), ∀ t ≥ ti+1.

由此可得

Hn(t) ≤ Hn(ti+1)e−n(t−ti+1)2
2i

,

进而有

u(x, t), v(x, t) ≥ N2(t−ti+1)2
2i

ϕk, ∀ t ≥ ti+1.

于是由数学归纳法可知, (4.23) 式对所有的 i ≥ 2 都成立. 取 t = t0 > t1 + 4
p
并令 i →∞ 可

得矛盾. 证毕.
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Abstract: In this paper, the authors investigate a degenerate and strongly coupled parabolic

system that can be used to describe a cooperating two-species model with crosswise diffusion.

Local existence of positive classical solutions is proved by using the method of regularization and

a prior estimates. Moreover, the authors also give some sufficient conditions for the existence and

non-existence of global solutions, respectively. The results show that the problem admits a global

solution when the intra-specific competitions are strong; whereas there exists no global solution

when the species are strongly mutualistic.
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