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摘要: 本文研究了 Banach 空间 E 中的高阶周期边值问题正解的存在性. 利用非紧性测度的估

计技巧与凝聚映射的不动点指数理论, 获得了该问题正解的存在性结果, 推广了某些已有的相应结果.
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1 引言

设 E 为实的 Banach 空间, 其正元锥 P 为正规锥, 正规常数为 N , 记 I = [0, 2π], 本文讨
论 E 中的高阶周期边值问题:

{
Lnu(t) = f(t, u(t)), t ∈ I,

u(i)(0) = u(i)(2π), i = 0, 1, · · · , n− 1
(1.1)

正解的存在性. 其中 Lnu(t) = u(n)(t)+
n−1∑
i=0

aiu
(i)(t)是 n阶线性微分算子, a0 > 0, ai ∈ R, i =

1, 2, · · · , n− 1, n > 2, f : I × P → P 连续.
对于 Ln 的一些具体形式, 其解和正解的存在性已有许多的结论 [1−4], 采用的方法主要

是拓扑度及相关的不动点方法与上下解的单调迭代方法. 很少有文献在一般 Banach 空间中
讨论高阶周期边值问题正解的存在性. 本文在一般 Banach 空间中利用凝聚映射的不动点指
数理论讨论了方程 (1.1) 正解的存在性. 方程 (1.1) 的正解是指 u ∈ Cn(I, E) 满足方程 (1.1),
并且 u(t) > θ, 0 < t < 1.

Banach 空间的常微分方程与普通常微分方程的最大差异是, 把微分方程转换为与之等
价的积分方程后, 相应的积分算子不再具有紧性. 为了对该积分算子应用凝聚映射的不动点
定理, 通常需要给 f 附加一些非紧性测度条件. 本文使用了如下的非紧性测度条件:

(H) 对 ∀ R > 0, 记 PR = {x ∈ P :‖ x ‖6 R},f(I × PR) 有界, 且存在常数 L = LR ∈
(0, a0

4
) 使得对 ∀ t ∈ I, D ⊂ PR, 有 α(f(t,D)) 6 Lα(D).
在研究 Banach 空间常微分方程的正解时, 许多文献都假设 f 在有界集上一致连续, 如

文献 [5]. 本文利用新的非紧性测度估计技巧 [7] 删去了对 f 的一致连续性.
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设 C(I, E) 为定义于 I 取值于 E 的全体连续函数按范数 ‖u‖ = max
t∈I

‖u(t)‖ 构成的
Banach 空间, 记 C(I, P ) = {u ∈ C(I, E) | u(t) ∈ P, t ∈ I}, 则 C(I, P ) 为 C(I, E) 中的正规
锥, 正规常数亦为 N , 以下使用的 C(I, E) 中半序 6 由 C(I, P ) 引出.
设 Pn(λ) = λn + an−1λ

n−1 + · · ·+ a0 为 Ln 的特征多项式, 假设 Pn(λ) 满足条件:
(H0) N (Pn(λ)) ⊂ {z ∈ C

∣∣|Imz| < 1
2
},

其中 N (Pn(λ)) 表示 Pn(λ) 在复平面 C 上的所有零点的集合.
考虑线性边值问题:





Lnu(t) = θ, t ∈ I,

u(i)(0) = u(i)(2π), i = 0, 1, · · · , n− 2,

u(n−1)(0)− u(n−1)(2π) = 1.

(2.1)

由文献 [4] 的引理 3 知, 条件 (H0) 成立时该问题有唯一解 rn(t) 且 rn(t) > θ, t ∈ I. 设

mn = min
t∈I

rn(t),Mn = max
t∈I

rn(t). 记

Gn(t, s) =

{
rn(t− s), 0 6 s 6 t 6 2π,

rn(2π + t− s), 0 6 t 6 s 6 2π,

则

0 < mn 6 Gn(t, s) 6 Mn, ∀ t, s ∈ I. (2.2)

将 rn(t) 代入方程 (2.1) 的第一式, 并从 0 到 2π 积分, 得
∫ 2π

0

rn(t)dt =
1
a0

, 可通过直接计算

得

∫ 2π

0

Gn(t, s)ds =
1
a0

. ∀h ∈ C(I, E), 依据文献 [4] 的引理 1 知, 线性周期边值问题

{
Lnu(t) = h(t), t ∈ I,

u(i)(0) = u(i)(2π), i = 0, 1, · · · , n− 1

有唯一解 u 且

u(t) =
∫ 2π

0

Gn(t, s)h(s)ds.

记 σ = mn/Mn, 取 C(I, P ) 的子锥:

K = {u ∈ C(I, P ) | u(t) > σu(τ),∀ t, τ ∈ I}. (2.3)

定义算子 Q 如下:

(Qu)(t) =
∫ 2π

0

Gn(t, s)f(s, u(s))ds, (2.4)

则 Q : C(I, P ) → C(I, P ) 连续, 易证方程 (1.1) 的解即为积分算子 Q 的不动点.
为了利用凝聚映射的不动点指数理论,先引入非紧性测度的相关结果.文中E 与C(I, E)

中有界集的 Kuratiwski 非紧性测度均由 α(·) 表示. 对 B ⊂ C(I, E), 记 B(t) = {u(t) | u ∈
B} ⊂ E, t ∈ I.
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引理 2.1 [5] 设 B ⊂ C(I, E) 为等度连续的有界函数族, 则 α(B(t)) 在 I 上连续, 且
α(B) = max

t∈I
α(B(t)).

引理 2.2 [6] 设 B = {un} ⊂ C(I, E) 为可列集, 若存在 ψ ∈ L1(I) 使得

‖ un(t) ‖6 ψ(t) a.e t ∈ I, n = 1, 2, · · · ,

则 α(B(t)) 在 I 上可积, 且 α({∫
I
un(t)dt}) 6 2

∫
I
α(B(t))dt.

引理 2.3 [7] 设 D ⊂ E 有界, 则存在 D 的可列子集 D0, 使得 α(D) 6 2α(D0).
引理 2.4 设 f : I × P → P 满足 (H), 则由 (2.4) 式定义的算子 Q : C(I, P ) → C(I, P )

为凝聚映射.
证 由 (2.4) 式易证, Q 把 C(I, P ) 中的有界集映为有界的等度连续集. 任取非相

对紧的有界集 B ⊂ C(I, P ). 下证 α(Q(B)) < α(B). 令 R = sup{‖ u ‖| u ∈ B}, 则
∀ t ∈ I, B(t) ⊂ PR, 设 L = LR ∈ (0, a0

4
) 为假设 (H) 中的非紧性测度系数. 由引理 2.3 知, 存

在可列集 B1 = {un} ⊂ B, 使得 α(Q(B)) 6 2α(Q(B1)). 故对 ∀ t ∈ I, 由引理 2.2 及假设 (H),
有

α(Q(B1(t))) = α({
∫ 2π

0

Gn(t, s)f(s, un(s))ds|n = 1, 2, · · · })

6 2
∫ 2π

0

α({Gn(t, s)f(s, un(s))|n = 1, 2, · · · })ds

= 2
∫ 2π

0

Gn(t, s)α(f(s,B1(s)))ds

6 2L

∫ 2π

0

Gn(t, s)α(B1(s))ds

6 2L

∫ 2π

0

Gn(t, s)dsα(B1)

= 2L
1
a0

· α(B1)

=
2
a0

L · α(B1).

因为 Q(B1) 等度连续, 由引理 2.1 知

α(Q(B1)) = max
t∈I

α(Q(B1(t))) 6 2
a0

L · α(B1),

于是有

α(Q(B)) 6 2α(Q(B1)) 6 2
2
a0

L · α(B1) 6 4
a0

L · α(B) < α(B).

因此 Q : C(I, P ) → C(I, P ) 为凝聚映射.
引理 2.5 设 f : I × P → P , 则 Q(C(I, P )) ⊂ K.
证 对 ∀u ∈ C(I, P ), 及 ∀t, τ ∈ I, 由 (2.4) 式和 (2.2) 式的右边不等式, 有

(Qu)(τ) =
∫ 2π

0

Gn(τ, s)f(s, u(s))ds 6 Mn

∫ 2π

0

f(s, u(s))ds,
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又由 (2.4) 式和 (2.2) 式的左边不等式, 有

(Qu)(t) =
∫ 2π

0

Gn(t, s)f(s, u(s))ds > mn

∫ 2π

0

f(s, u(s))ds > σ(Qu)(τ),

由 (2.3) 式知, Qu ∈ K, 因此 Q(C(I, P )) ⊂ K.
从而当 f : I × P → P 时, Q : K → K 为凝聚映射, 方程 (1.1) 的正解等价于 Q 在K 中

的不动点. 本文将用凝聚映射的不动点指数理论寻找 Q 的不动点.
引理 2.6 [8] 设 E 为 Banach 空间, K 为 E 中的锥, Ω ⊂ E 为有界开集, θ ∈ Ω,

Q : K ∩ Ω → K 为凝聚映射, 若 Q 满足 u 6= λQu,∀ u ∈ K ∩ ∂Ω, 0 < λ 6 1, 则不动点指数
i(Q,K ∩ Ω,K) = 1.
引理 2.7 [9] 设 E 为 Banach 空间, K 为 E 中的锥, Ω ⊂ E 为有界开集, Q : K ∩Ω → K

为凝聚映射, 若存在 υ0 ∈ K, υ0 6= θ, 使得 Q 满足 u −Qu 6= µυ0,∀ u ∈ K ∩ ∂Ω, µ > 0, 则不
动点指数 i(Q,K ∩ Ω,K) = 0.
下面用引理 2.6 与引理 2.7 证明本文的主要定理.

3 主要结果及其证明

定理 3.1 设 E 为 Banach 空间, 其正元锥 P 为正规锥, f : I × P → P 连续, 假设条件
(H) 与 (H0) 成立. 若 f 满足下列条件之一:

(H1) 1) 存在 ε ∈ (0, a0) 及 δ > 0, 使得当 x ∈ Pδ 时, f(t, x) 6 (a0 − ε)x;
2) 存在 η > 0 及 h0 ∈ C(I, P ), 使得当 x ∈ P 时, f(t, x) > (a0 + η)x− h0(t).
(H2) 1) 存在 ε > 0 及 δ > 0, 使得当 x ∈ Pδ 时, f(t, x) > (a0 + ε)x;
2) 存在 η ∈ (0, a0) 及 h0 ∈ C(I, P ), 使得当 x ∈ P 时, f(t, x) 6 (a0 − η)x + h0(t).

则方程 (1.1) 至少存在一个正解.
证 由上面的论述知, 只需证明由 (2.4) 式定义的凝聚映射 Q : K → K 存在非零的不动

点. 取 0 < r < R < ∞. 记

Ωr = {u ∈ K |‖ u ‖< r}, ∂Ωr = {u ∈ K |‖ u ‖= r}.

以下分两种情形分别证明当 r 充分小 R 充分大时 Q 在K ∩ (ΩR \ Ωr) 上存在不动点.
情形 1 f 满足假设 (H1). 取 0 < r < δ, 其中 δ 为假设 (H1) 中的常数, 证明 Q 满足引

理 2.6 中条件:
u 6= λQu, ∀ u ∈ K ∩ ∂Ωr, 0 < λ 6 1. (3.1)

反设 (3.1) 式不成立, 则存在 u0 ∈ K ∩ ∂Ωr 及 0 < λ0 6 1, 使得 u0 = λ0Qu0. 按 Q 的定义,
u0 满足微分方程: {

Lnu0(t) = λ0f(t, u0(t)), t ∈ I,

u
(i)
0 (0) = u

(i)
0 (2π), i = 0, 1, · · · , n− 1,

(3.2)

将方程 (3.2) 第一式在 I 上积分, 并应用假设 (H1) 之 1), 有

a0

∫ 2π

0

u0(t)dt = λ0

∫ 2π

0

f(t, u0(t))dt 6 (a0 − ε)
∫ 2π

0

u0(t)dt.
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因为 0 < ε < a0, 故由上式有 ∫ 2π

0

u0(t)dt 6 θ.

另一方面, 因为 u0 ∈ K, 按锥 K 的定义 u0(t) > σu0(s) > θ, ∀ t, s ∈ I. 把该式关于 t 在

I 上积分, 得

θ 6 u0(s) 6 1
σ

∫ 2π

0

u0(t)dt, (3.3)

即 u0(s) = θ 于 I. 此与 u0 ∈ K ∩ ∂Ωr(‖ u0 ‖= r) 矛盾. 于是 (3.1) 式成立, 故由引理 2.6 知,

i(Q,K ∩ Ωr,K) = 1. (3.4)

取 e ∈ P 使得 ‖ e ‖= 1, 令 v0(t) = e, 则 v0(t) 是 f(t, u(t)) = a0e 时方程 (1.1) 的解, 由
Gn(t, s) 的性质易知 v0 ∈ K \ {θ}, 下证当 R 充分大时, 有

u−Qu 6= τv0, ∀ u ∈ K ∩ ∂ΩR, τ > 0. (3.5)

反设存在 u0 ∈ K ∩ ∂ΩR 及 τ0 > 0, 使得 u0 −Qu0 = τ0v0, 则 u0 − τ0v0 = Qu0, 按算子 Q 的

定义 u0 满足微分方程:

Lnu0(t)− a0τ0v0(t) = f(t, u0(t)), t ∈ I. (3.6)

按假设 (H1) 之 2) , 有

Lnu0(t) = f(t, u0(t)) + a0τ0v0(t) > (a0 + η)u0(t)− h0(t), t ∈ I.

注意到 u0 = τ0v0 + Qu0 满足边界条件 u
(i)
0 (0) = u

(i)
0 (2π), i = 0, 1, · · · , n − 1, 将上式在 I 上

积分得

a0

∫ 2π

0

u0(t)dt > (a0 + η)
∫ 2π

0

u0(t)dt−
∫ 2π

0

h0(t)dt.

从而有 ∫ 2π

0

u0(t)dt 6 1
η

∫ 2π

0

h0(t)dt.

上式结合 (3.3) 式, 有

θ 6 u0(s) 6 1
ση

∫ 2π

0

h0(t)dt, ∀ s ∈ I.

由锥 P 的正规性, 有

‖ u0(s) ‖6 N ‖ 1
ση

∫ 2π

0

h0(t)dt ‖6 2πN

ση
‖ h0 ‖:= R. (3.7)

取 R > max{R, r}, 则 (3.5) 式成立, 由引理 2.7 知 i(Q,K ∩ ΩR,K) = 0. 从而按不动点指数

的区域可加性, 由该式结合 (3.4) 式有

i(Q,K ∩ (ΩR \ Ωr),K) = i(Q,K ∩ ΩR,K)− i(Q,K ∩ Ωr,K) = −1.
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由可解性知 Q 在K ∩ (ΩR \ Ωr) 中至少存在一个不动点, 该不动点即为方程 (1.1) 的正解.
情形 2 f 满足假设 (H2). 取 0 < r < δ, 证明

u−Qu 6= τv0, ∀ u ∈ K ∩ ∂Ωr, τ > 0, (3.8)

其中 v0(t) = e ∈ K, 反设 (3.8) 式不成立, 则存在 u0 ∈ K ∩ ∂Ωr 及 τ0 > 0, 使得 u0 −Qu0 =
τ0v0, 于是 u0(t) 满足微分方程 (3.6). 由 (3.6) 式及假设 (H2) 之 1) 有

Lnu0(t) = f(t, u0(t)) + a0τ0v0(t) > (a0 + ε)u0(t), t ∈ I.

将上式在 I 上积分得

a0

∫ 2π

0

u0(t)dt > (a0 + ε)
∫ 2π

0

u0(t)dt.

因此 ∫ 2π

0

u0(t)dt 6 θ.

于是由 (3.3) 式可得 u0(s) = θ 于 I. 此与 u0 ∈ ∂Ωr 矛盾. 因此 (3.8) 式成立, 故按引理 2.7 知

i(Q,K ∩ Ωr,K) = 0. (3.9)

再证当 R 充分大时, 有

u 6= λQu, ∀ u ∈ K ∩ ∂ΩR, 0 < λ 6 1. (3.10)

假设存在 u0 ∈ K 及 0 < λ0 6 1, 使得 u0 = λ0Qu0, 则 u0 满足微分方程 (3.2). 将方程 (3.2)
的第一式在 I 上积分, 并应用假设 (H2) 之 2) 得

a0

∫ 2π

0

u0(t)dt = λ0

∫ 2π

0

f(t, u0(t))dt 6 (a0 − η)
∫ 2π

0

u0(t)dt +
∫ 2π

0

h0(t)dt.

从而有 ∫ 2π

0

u0(t)dt 6 1
η

∫ 2π

0

h0(t)dt.

由上式和 (3.3) 式可证明 u0 满足 (3.7) 式, 取 R > max{R, r}, 则 (3.10) 式成立, 由引理 2.6
知, i(Q,K ∩ ΩR,K) = 1. 于是该式结合 (3.9) 式有

i(Q,K ∩ (ΩR \ Ωr),K) = i(Q,K ∩ ΩR,K)− i(Q,K ∩ Ωr,K) = 1.

由可解性知 Q 在K ∩ (ΩR \ Ωr) 中至少存在一个不动点, 该不动点即为方程 (1.1) 的正解.
定理 3.1 中的 a0 是方程 (1.1) 对应的线性边值问题的第一特征值, 将此结果作到了最优.

将文献 [4] 中的相关结论推广到了无穷维空间.
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point index theory of condensing mapping. The conclusions of this paper extend corresponding
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