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以截尾伽玛分布为先验分布的产品失效率的贝叶斯估计
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摘要: 本文研究了基于泊松分布的产品失效率估计问题. 利用贝叶斯统计推断方法, 获得了以

截尾伽玛分布为先验分布时, 产品失效率的贝叶斯估计和相关性质, 推广了以伽玛分布为先验分布的

贝叶斯估计结果.
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1 引言

对于某种产品, 假设使用时只关心结果是成功还是失效. 当这种产品投入到市场一段时
间后, 根据反馈的失效信息, 对产品进行改进, 再投入市场, 再改进, 如此反复, 使产品的可靠
性不断增长, 失效率不断下降. 如何根据每一阶段得到的产品失效数据, 估计该阶段产品的失
效率或可靠性, 是这类可靠性增长模型的基本问题. 基于几何分布和二项分布的可靠性增长
模型文献上研究得比较多, 有很多成熟的结果, 而基于泊松分布的该类模型很少讨论. 本文就
基于泊松分布的可靠性增长模型的失效率, 利用贝叶斯统计方法得出了贝叶斯点估计, 区间
估计和其它一些相关结论.
设某一阶段产品的失效率为 p , 产品投放市场后, 在一定时间长度内, 产品的使用数 η 服

从参数为 λ 的泊松分布, 收到 ξ 次产品失效的数据, 则

P (ξ = x) = f(x|p) =
(λp)x

e−λp

x!
, x = 0, 1, 2, · · · (1.1)

需要根据 ξ 的观察值 x, 估计 p.

2 先验分布为伽玛分布时 p 的贝叶斯估计

由于 ξ 的观察值通常较少, 如果用经典的矩估计 p̂ = x̄/λ, 则因样本的容量太少, 估计效
果很差. 为了利用产品前阶段的信息, 故考虑 p 的贝叶斯估计.
对泊松分布而言, 采用共轭分布原则时, 通常取 p 的先验分布为 π(p) = Ga(α, β), 即

π(p) =
βα

Γ(α)
pα−1e−βp, p ≥ 0, α > 0, β > 0,
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则 p 的后验密度

h(p|x) =
π(p)f(x|p)∫ +∞

0
π(p)f(x|p)dp

=
βα

Γ(α)
pα−1e−βp (λp)xe−λp

x!∫ +∞
0

βα

Γ(α)
pα−1e−βp (λp)xe−λp

x!
dp

∝ pα+x−1e−(β+λ)p.

即 h(p|x)∼Ga(α + x, β + λ), 在平方损失下, p 的贝叶斯估计为

p̂ = E{h(p|x)} =
α + x

β + λ
. (2.1)

3 先验分布为截尾伽玛分布时 p 的贝叶斯估计

由于 p 是产品失效的概率, 而 Ga(α, β) 的取值范围是 [0, +∞), 以 Ga(α, β) 作为 p 的

先验分布, 明显不妥. 因此, 本文提出用截尾伽玛分布作为分布 (1.1) 中 p 的先验分布, 即保
证了分布的共轭性, 也符合实际问题对 p 的要求.
定义 3.1 如果随机变量 X 分布密度的核为

xα−1e−βx, α > 0, β > 0, 0 ≤ x ≤ ω.

即密度函数

f(x) =
xα−1e−βx

∫ ω

0
xα−1e−βxdx

, 0 ≤ x ≤ ω, α > 0, β > 0, ω > 0, (3.1)

则称 X 服从截尾伽玛分布, 记为 X∼Ga(α, β, ω), ω 称为截尾系数. ω → +∞ 时, (3.1) 式即
为通常的伽玛分布. 根据实际问题的需要, 适当选择 ω, 比如 p 表示概率时, 可选择 ω = 1.
定理 3.1 截尾伽玛分布 (3.1) 是泊松分布 (1.1) 中 p 的共轭分布.
证 设 p 的先验分布

π(p) =
pα−1e−βp

∫ ω

0
pα−1e−βpdp

, 0 ≤ p ≤ ω,

则 p 的后验密度

h(p|x) =
π(p)f(x|p)∫ ω

0
π(p)f(x|p)dp

∝ pα−1e−βp

∫ ω

0
pα−1e−βpdp

(λp)x
e−λp

x!
∝ pα+x−1e−(β+λ)p,

从而

h(p|x) =
pα+x−1e−(β+λ)p

∫ ω

0
pα+x−1e−(β+λ)pdp

.

即 h(p|x)∼Ga(a + x, β + λ, ω) 是与先验分布具有相同的截尾系数的伽玛分布.
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定理 3.2 取 p 的先验分布为截尾伽玛分布 (3.1) 时, 在平方损失下, p 的贝叶斯解为

p̂ = E{h(p|x)} =

∫ ω

0
pα+xe−(β+λ)pdp∫ ω

0
pα+x−1e−(β+λ)pdp

. (3.2)

证 根据定理 3.1

h(p|x) =
pα+x−1e−(β+λ)p

∫ ω

0
pα+x−1e−(β+λ)pdp

.

故

p̂ = E{h(p|x)} =

∫ ω

0
pα+xe−(β+λ)pdp∫ ω

0
pα+x−1e−(β+λ)pdp

.

定理 3.3 p 的贝叶斯解 p̂是关于截尾系数 ω 的单调增加函数.
证

dp̂

dω
=

ωa+xe−(β+λ)ω
∫ ω

0
pα+x−1e−(β+λ)pdp− ωa+x−1e−(β+λ)ω

∫ ω

0
pα+xe−(β+λ)pdp

(∫ ω

0
pα+x−1e−(β+λ)pdp

)2

=
ωa+x−1e−(β+λ)ω[

∫ ω

0
ωpα+x−1e−(β+λ)pdp− ∫ ω

0
pα+xe−(β+λ)pdp]

(∫ ω

0
pα+x−1e−(β+λ)pdp

)2 .

因为 ∫ ω

0

ωpα+x−1e−(β+λ)pdp ≥
∫ ω

0

pα+xe−(β+λ)pdp,

所以 ∫ ω

0

ωpα+x−1e−(β+λ)pdp−
∫ ω

0

pα+xe−(β+λ)pdp ≥ 0,

所以
dp̂

dω
≥ 0,

所以 p̂是 ω 的单调增加函数.

4 p的贝叶斯区间估计

引理 4.1 如果随机变量 X∼Ga(α, β), 则 2Xβ∼χ2(2α), α > 0, β > 0.
证 因为 X∼Ga(α, β), 所以

p(x) =
βαxα−1e−βx

Γ(α)
, α > 0, β > 0,

Y = 2βX ⇒ X =
Y

2β
.

由随机变量的密度变换公式, 得

p(y) =
βα

(
y
2β

)
e−βy/2β

Γ(α)
1
2β

=

(
1
2

)α
yα−1e−

y
2

Γ(α)
.



No. 1 赵喜林等: 以截尾伽玛分布为先验分布的产品失效率的贝叶斯估计 189

所以 Y = 2Xβ∼χ2(2α).
如果 p 的后验密度 h(p|x)∼Ga(α + x, β + λ), 则根据引理 4.1,

2p(β + λ) ∼ χ2(2(α + x)),

P
(
χ2

a/2(2α + 2x) ≤ 2p(β + λ) ≤ χ2
1−a/2(2α + 2x)

)
= 1− a.

即

P

(
χ2

a/2(2α + 2x)

2(β + λ)
≤ p ≤

χ2
1−a/2(2α + 2x)

2(β + λ)

)
= 1− a,

(
χ2

a/2(2α + 2x)

2(β + λ)
,

χ2
1−a/2(2α + 2x)

2(β + λ)

)

为 p 的置信度为 1− a 的置信区间.
如果 p 的先验分布为截尾伽玛分布

h(p|x) =
pα+x−1e−(β+λ)p

∫ ω

0
pα+x−1e−(β+λ)pdp

.

当 0 ≤ x ≤ ω 时,

h(p|x) =
pα+x−1e−(β+λ)p

∫ ω

0
pα+x−1e−(β+λ)pdp

≥ Ga(α + x, β + λ),

所以, 当满足 (
χ2

a/2(2α + 2x)

2(β + λ)
,

χ2
1−a/2(2α + 2x)

2(β + λ)

)
⊂ (0, ω)

时

P

(
χ2

a/2(2α + 2x)

2(β + λ)
≤ p ≤

χ2
1−a/2(2α + 2x)

2(β + λ)

)
≥ 1− a.

故 (
χ2

a/2(2α + 2x)

2(β + λ)
,

χ2
1−a/2(2α + 2x)

2(β + λ)

)

可做为 p 的置信度为 1− a 的近似贝叶斯置信区间.
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Abstract: In this paper, we study the problem of estimation for product failure rate based

on Poisson distribution. By using the method of Bayesian statistical inference, the Bayesian

estimation and related properties of product failure rate with truncated gamma distribution as

prior distribution is presented, which generalize the results of Bayesian estimation when gamma

distribution as prior distribution.
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