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环 F2 + uF2 + vF2 上自对偶码的两种构造方法
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摘要: 本文研究环 R = F2 + uF2 + vF2 上的自对偶码问题. 利用 Rn 到 F 3n
2 的 Gray 映射及

R 上的自对偶码 C 的 Gray 像为 F2 上自对偶码，获得了 R 上任何偶长度的自对偶码存在性的结论.

最后, 给出了 R 上两种构造自对偶码的方法.
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1 引言

自对偶码是一类重要的码. 人们通过研究发现, 自对偶码与组合、群论和格论有密切
关系. 对有限环上的自对偶码的研究可以促进幺模格及非线性码的发展 (见文献 [1–3]), 从
而导致了许多作者对各种类型的环中自对偶码的研究. Dougherty 等人在文献 [4] 研究了
Rk 与 F2 上的自对偶码, Kim 和 Lee 研究了 Galois 环上自对偶码的构造方法并用这种方法
研究了 Galois 环上的MDS 自对偶码 (见文献 [5]), 接着 Dougherty 等人将这种自对偶码的
构造方法扩展到了有限链环上 (见文献 [6]). 最近, Yildiz 和 Karadeniz 研究了有限非链环
F2 + uF2 + vF2 + uvF2 上的自对偶码, 通过对这种环自对偶码的研究, 可以获得许多新的二
元好码 (见文献 [7]).
本文的目的是研究环 R = F2 + uF2 + vF2 = {a + ub + vd | a, b, d ∈ F2, u

2 = v2 = uv =
vu = 0} 上的自对偶码. 首先定义了一个从 Rn 到 F 3n

2 的 Gray 映射 ϕ. 这个映射将 R 上长

为 n 的自对偶码映射到 F2 上长为 3n 的自对偶码. 通过给出 R 上长为 2 的自对偶码证明了
R 上存在任何偶长度的自对偶码. 最后, 给出了 R 上两种构造自对偶码的方法.

2 R 上自对偶

环 R = F2 + uF2 + vF2 是一个特征为 2 且理想为

I0 = {0} ⊆ Iu, Iv ⊆ Iu+v, I1+v ⊆ I1 = R

的主理想环,其中 Iu = {0, u}, Iv = {0, v}, Iu+v = {0, u, v, u+v}, I1+v = {0, u, 1+v, 1+u+v}.
且对于任意 a ∈ F2 + uF2 + vF2, 有

a2 =

{
1, 当a是一个单位,
0, 否则.

(2.1)
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如果 C 为 R - 模 Rn 的一个加法子模, 则称 C 为 R 上长为 n 的线性码. 对于任意
x = (x1, · · · , xn), y = (y1, · · · , yn) ∈ Rn, 称 x1y1 + · · ·+ xnyn 为 x 与 y 的内积, 记为 [x, y],
即 [x, y] = x1y1 + · · ·+ xnyn. 定义 C⊥ = {x ∈ Rn | [x, y] = 0,∀y ∈ C}, 称 C⊥ 为 C 的对偶

码. 若 C ⊆ C⊥, 则称 C 为自正交码; 若 C = C⊥, 则称 C 为自对偶码.
接下来, 给出 Rn −→ F 3n

2 的 Gray 映射.
定义 2.1 显然映射

ϕ : R → F 3
2

a + ub + vc 7→ (c, b + c, a + b + c)

是 R 到 F 3
2 的双射. 将其扩充 Rn 到 F 3n

2 仍记为

ϕ : R → F 3n
2

(x1, · · · , xn) 7→ (ϕ(x1), · · · , ϕ(xn)),

则 ϕ 也是 Rn 到 F 3n
2 的双射. 称这个映射 ϕ 为 Rn 到 F 3n

2 的 Gray 映射.
定义 2.2 设 (x1, · · · , xn) ∈ Rn, 称WH(ϕ(x1), · · · , ϕ(xn)) 为 Rn 中元素 (x1, · · · , xn) 的

Lee 重量, 记为 WL(x1, · · · , xn). 即 WL(x1, · · · , xn) = WH(ϕ(x1), · · · , ϕ(xn)), 其中 WH 表

示 F 3n
2 中元素的 Hamming 重量.
显然, 我们有下面引理.
引理 2.1 如果 C 是 F2 + uF2 + vF2 上长为 n, |C| = 2k, 且最小 Lee 重量为 d 的线性码,

则 ϕ(C) 是 F2 上长为 3n, 维数为 k 且最小 Hamming 重量为 d 的线性码.
有了以上准备, 我们可以证明如下重要定理.
定理 2.2 设 C 为 R 上长为 n 的线性码, C⊥ 为它的对偶码, 则 ϕ(C⊥) = ϕ(C)⊥. 进而,

如果 C 为自对偶码, 则 ϕ(C) 也为自对偶码．
证 　显然 C 中的任意码字 C 可以表示为 C = a + ub + vd, 其中 a, b, d ∈ F n

2 .
对于任意 c1 = a1 + ub1 + vd1, c2 = a2 + ub2 + vd2 ∈ C, 这里 a1, a2, b1, b2, d1, d2 ∈ F n

2 , 若
[c1, c2] = 0, 则

[a1, a2] + [d1, d2] = 0, [a2, b2] + [a2, b1] = 0, [d1, a2] + [a1, d2] = 0,

因此

[ϕ(c1), ϕ(c2)] = [a1, a2] + [d1, d2] + [a1, b2] + [a2, b1] + [d1, a2] + [a1, d2] = 0,

从而

ϕ(C⊥) ⊆ ϕ(C)⊥. (2.2)

　　由引理 2.1 知, ϕ(C) 是长为 3n 的二元线性码且 |ϕ(C)| = |C|, 因此根据二元自对偶码的
性质, 得 |ϕ(C)⊥| = 23n

|ϕ(C)| = 23n

|C| . 又 R 为 Frobenius 环, 故由文献 [8] 知 |C| · |C⊥| = 23n. 从
而

|ϕ(C⊥)| = |ϕ(C)⊥|. (2.3)

综合 (2.2) 式与 (2.3) 式, 得 ϕ(C⊥) = ϕ(C)⊥．
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注 R 中不存在长为 1 的自对偶. 若不然, 设 C 是R 上长为 1 的自对偶码, 则 |C| = |C⊥|
且 |C| · |C⊥| = 8, 这是不可能的．
取

C = 〈(1, 1)〉
= {(0, 0), (1, 1), (u, u), (v, v), (1 + u, 1 + u), (1 + v, 1 + v), (1 + u + v, 1 + u + v), (u + v, u + v)},

则 C 是自正交码. 又 |C| = 8, 因此 |C⊥| = 8. 故 C 是 R 上的自对偶码．

由文献 [6] 的引理 3.2, 我们有如下定理.
定理 2.3 R 上存在任何偶数长度的自对偶码．

3 R 上一类自对偶码的构造

记 R 上 k 阶循环矩阵 A =




a1 a2 . . . ak

ak a1 . . . ak−1

...
. . .

...
a2 a3 . . . a1



为 A = [a1, a2, · · · , ak]. 称分块矩

阵 G = (Ik|A) 为 R 上的双循环矩阵, 其中 Ik 为 R 上单位矩阵．

下面我们考虑 R 上由 G 生成的自对偶码. 分两种情形讨论.
情形 1 k 为奇数, 令 k = 2s + 1.
定理 3.1 设 C 是 R 上由 G = (I2s+1|A) 生成长为 4s + 2 的线性码, 这里 A =

[a1, a2, · · · , as, as, as−1, · · · , a1, h], 其中 ai 是 R 的非单位元, h 为 R 上的单位元. 则 C

是一个自对偶码．

证 　记 G 的第 i 行为 Gi(i = 1, 2, · · · , 2s + 1), 则

C = {x1G1 + x2G2 + · · ·+ x2s+1G2s+1|x1, x2, · · · , x2s+1 ∈ R},

从而

|C| = 82s+1 =
√

84s+2 = |C⊥|. (3.1)

分别用 ei 与 Ai 表示 I2s+1 与 A 的第 i 行 (i = 1, 2, · · · , 2s + 1), 则 Gi = (ei, Ai). 注意
到 [Gi, Gj ] = [ei, ej ] + [Ai, Aj ], 而

[ei, ej ] =

{
1, i = j,

0, i 6= j.

为此来计算 [Ai, Aj ]．

当 i = j 时, [Ai, Ai] = h2 + 2
s∑

i=1

a2
i = 1.

当 i 6= j 时, 不妨设 i < j. 设 τ 表示对 A 中行向量的循环位移, 则 Ai = τ i−1(A1), 且
[Ai, Aj ] = [τ(Ai), τ(Aj)], 于是

[Ai, Aj ] = [τ i−1(A1), τ j−1(A1)] = [A1, τ
j−i(A1)].
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易验证, 在 [A1, τ
j−i(A1)] 中, 如果 al 与 at 配对, 那么 at 也与 al 配对; 如果 h 与 ar 配

对, 那么 ar 也与 h 配对. 由于 A 的行中总元素个数为奇数, 所以总有一个元素 aq 与它自

身配对. 因此 [Ai, Aj ] = [A1, τ
j−i(A1)] 的表达式是由形为 2arh, 2alat 和 a2

q 的项组成, 故
[Ai, Aj ] = 0．
根据以上计算, 有

[Gi, Gj ] = 0. (3.2)

综合 (3.1) 式与 (3.2) 式知, C 为自对偶码．

情形 2 k 为偶数. 令 k = 2s．

定理 3.2 设 C 是 R 上由 G = (I2s|B) 生成的长为 4s 的线性码, 这里

B = [b1, b2, · · · , bs−1, bs, bs−1, · · · , b1, y],

其中 bi 是单位且 y 是非单位或 bi 是非单位且 y 是单位, 则 C 是 R 上的自对偶码．

证 　类似于定理 3.1 的证明, 易证 |C| = |C⊥|. 因此, 要证明 C 是自对偶码, 只需证 C

是自正交码. 同样, 类似于定理 3.1 的证明, 只需证

[Bi, Bj ] =

{
1, i = j,

0, i 6= j,

其中 Bi, Bj 分别表示 B 的 i, j 行．

当 i = j 时, [Bi, Bj ] = 2(b2
1 + · · ·+ b2

s−1) + b2
s + y2 = 1.

当 i 6= j 时, 不妨设 i < j, 同样有

[Bi, Bj ] = [B1, τ
j−i(B1)].

易验证, 在 [B1, τ
j−i(B1)] 中, 如果 bl 与 bt 配对, 那么 bt 也与 bl 配对. 也可能发生 br

与它自身配对, 由于 B1 中的坐标个数为偶数, 因此与自身配对的 br 的个数为偶数. 故
[Bi, Bj ] = [B1, τ

j−i(B1)] = 0.

例 1 取 G1 =




1 0 0 0 0 u v v u 1 + u

0 1 0 0 0 1 + u u v v u

0 0 1 0 0 u 1 + u u v v

0 0 0 1 0 v u 1 + u u v

0 0 0 0 1 v v u 1 + u v



，则由定理 3.1

知, G1 生成 R 上长为 10 且码字个数为 85 的自对偶码 C1, 再由定理 2.2 知 ϕ(C1) 是 F2 上

长为 30 且维数为 15 的自对偶码．

例 2 取 G2 =




1 0 0 0 1 + u + v 1 + v 1 + u + v 1 + u

0 1 0 0 1 + u 1 + u + v 1 + v 1 + u + v

0 0 1 0 1 + u + v 1 + u 1 + u + v 1 + v

0 0 0 1 1 + v 1 + u + v 1 + u 1 + u + v


, 则由定

理 3.2 知, G2 生成 R 上长为 8 且码字个数为 84 的自对偶码 C2, 再由定理 2.2 知 ϕ(C2) 是 F2

上长为 24 且维数为 12 的自对偶码．
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TWO STRUCTURAL METHODS OF SELF-DUAL CODES OVER

THE RING F2 + uF2 + vF2

HU Peng , LI Hui

(School of Math. and Physics, Hubei Polytechnic University, Huangshi 435003, China )

Abstract: In this paper, we study the self-dual codes over the ring R = F2 + uF2 + vF2.

According to the Gray map from Rn to F 3n
2 and the fact that the Gray image of self-dual code C

over the ring R is the self-dual code over F2, we obtain the conclusion that there exists self-dual

codes with any even length over R. Finally, we propose two structural methods of self-dual codes

over the ring R.
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