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关于 f + a(f (k))n 值分布的一个注记
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摘要: 本文研究亚纯函数的值分布问题. 利用值分布理论, 获得了一个带精简密指量的模分布

的不等式, 改进了 Xu 和 Yang 等人的结果.
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1 引言

设 f 是复平面上的非常数亚纯函数. 我们采用值分布论中的标准符号、术语及结果 [1,2]:
T (r, f), N(r, f), N(r, f),m(r, f), · · · . S(r, f)表示一个当 r → ∞时, S(r, f) = o{T (r, f)}的
函数 (当 f 是无穷级时, 需去掉一个具有有穷线性测度的例外集).

1959 年, Hayman [3]证明了

定理 A [3] 设 f 是超越亚纯函数, a(6= 0)有穷复数, 则对任意正整数 n ≥ 5, f ′ + afn 取

每一个有穷复数无穷多次.
1979 年, Mues [4]指出, 当 n = 3或 4时, 定理 A不成立.
1994 年, 叶 [5]研究了一个类似的问题, 证明了
定理 B [5] 设 f 是超越亚纯函数, a(6= 0), b为两个有穷复数, 则对任意正整数 n ≥ 3,

(n− 1)T (r, f ′) ≤ 4N(r, f) + 9N(r,
1

f + a(f ′)n − b
) + S(r, f).

2008 年, 方明亮和 Lawrence Zaclman [6]改进了定理 B , 证明了
定理 C [6] 设 f 是超越亚纯函数, a(6= 0), b为两个有穷复数, 则对任意正整数 n ≥ 3,

(n− 1)T (r, f ′) ≤ 3N(r, f) + 4N(r,
1

f + a(f ′)n − b
) + S(r, f ′).

2009 年, 徐炎、吴凤琴和廖良文 [7]改进了定理 C , 证明了
定理 D [7] 设 f 是超越亚纯函数, a(6= 0), b 为两个有穷复数, n, k 为两个正整数. 若

n ≥ k + 2, 则

(n− 1)T (r, f (k)) ≤ (k2 + k + 1)N(r, f) + (k + 1)2N(r,
1

f + a(f (k))n − b
) + S(r, f (k)).
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一个自然的问题就是: 定理 D中的 N(r, 1
f+a(f(k))n−b

)是否可以用 N(r, 1
f+a(f(k))n−b

)来
代替? 本文研究了这一问题, 证明了下面的结论.
定理 1 设 f为超越亚纯函数, a(6= 0), b为两个有穷复数, n, k为两个正整数. 若 n ≥ k+2,

则

(n− 1)T (r, f (k)) ≤ (k2 + k + 1)N(r, f) + (k + 1)2N(r,
1

f + a(f (k))n − b
) + S(r, f (k)).

2 引理

设 Stj (j = 0, 1, · · · , k; t = 1, 2, · · · , n)是非负整数, φt(z) = αt(z)
k∏

j=0

(f (j)(z))
Stj

, 其中

αt(z) 6≡ 0, 且满足 T (r, αt) = S(r, f), 称 P (z) =
n∑

t=1

φt(z)为 f 的微分多项式. 设

d(P ) = max
1≤t≤n

k∑
j=0

Stj , d(P ) = min
1≤t≤n

k∑
j=0

Stj .

则 d(P )为 P 的次数, d(P )为微分单项式的最小次数. 若 d(P ) = d(P ), 则 P 为齐次的, 否则
为非齐次的.
引理 1 [8] 设 f 是超越亚纯函数, P 是一个关于 f 的非常数微分多项式且 d(P ) ≥ 2, 置

Q = max
1≤t≤n

{
k∑

j=1

jStj}, 则 d(P )T (r, f) ≤ (Q + 1)N(r, 1
f
) + N(r, f) + N(r, 1

P−1
) + S(r, f).

证 根据文献 [8]定理 1的证明后半部分,若省略不等式N(r, f) ≤ T (r, f),而保留N(r, f)
这一项, 我们可以得到引理 1的结论.
引理 2 设 f 是超越亚纯函数, a(6= 0), c(6= 0)是两个有穷复数, n, k 是两个正整数使得

n ≥ k + 2, 设 P 是微分多项式, 满足

P = afn−k−1 × [
n!

(n− k)!
(f ′)k +

C2
kn!

(n− k + 1)
f × (f ′)k−2

f ′′ + · · ·+ nfk−1f (k)],

则 (n− 1)T (r, f) ≤ (k + 1)N(r, 1
f
) + N(r, f) + N(r, 1

P−c
) + S(r, f).

证 简单计算可得 d(P ) = n− 1, Q = k. 注意到 n− 1 ≥ k + 1 ≥ 2, 则由引理 1可直接得
出引理 2结论.
引理 3 [9] 设 f 是复平面上满足 f (k+1) 6≡ 0的一个亚纯函数, k是正整数, 则有

m(r,
f (k)

f
) = S(r, f (k)).

3 定理 1 的证明

设

g = f + a(f (k))n − b, φ =
g(k)

g
. (1)
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若 φ ≡ 0, 则 g(k) ≡ 0, 即
f (k)(1 + P (f (k))) ≡ 0, (2)

其中

P (f (k)) = a(f (k))n−k−1 × [
n!

(n− k)!
(f (k+1))k +

C2
kn!

(n− k + 1)!
f (k)

×(f (k+1))k−2f (k+2) + · · ·+ n(f (k))k−1f (2k)],

P (f (k))是一个次数为 n− 1的齐次微分多项式.
由 (2)式可知 f 是复平面上的整函数. 若存在 z0 使得 f (k)(z0) 6= 0, 则存在 δ > 0使得

f (k)(z) 6= 0, z ∈ Dδ(z0), 则由 (2)式可得 1 + P (f (k)) ≡ 0, z ∈ Dδ(z0). 于是, 根据唯一性定理,
对复平面上的复数有 1 + P (f (k)) ≡ 0.
若存在 z0 使得 1 + P (f (k))(z0) 6= 0, 则存在 δ > 0使得 1 + P (f (k))(z) 6= 0, z ∈ Dδ(z0),

则由 (2) 式可得 f (k)(z) ≡ 0, z ∈ Dδ(z0). 因此, 根据唯一性定理, 对复平面上的复数有
f (k)(z) ≡ 0.
因此 f (k)(z) ≡ 0, 或者 1 + P (f (k)) ≡ 0. 从而 f 是次数至多为 k − 1或者次数为 2k的多

项式, 这与 f 是超越亚纯函数矛盾. 因此 φ 6≡ 0.
根据亚纯函数值分布理论和 (1), 得 T (r, g(k)) ≤ O(T (r, f (k))), 并结合引理 3, 可得

m(r, φ) = S(r, f (k)). (3)

由 (1)得
f (k)(1 + P (f (k))) = φ(f + a(f (k))n − b). (4)

若 f (k)(z0) = 0, 则 1 + P (f (k))(z0) = 1 6= 0. 另一方面, 若 1 + P (f (k))(z0) = 0, 则
f (k)(z0) 6= 0 (否则 f (k)(z0) = 0, 则 1 + P (f (k))(z0) = 1矛盾). 因此 f 与 1 + P (f (k))的零点
互不相同. 再由 (4)式可知 f 与 1 + P (f (k))的零点来源于 φ或者 f + a(f (k))n − b的零点.
于是由第一基本定理与 (3)–(4) 式, 有

N̄(r, 1
f(k) ) + N̄(r, 1

P (f(k))+1
) ≤ N̄(r, 1

φ
) + N̄(r, 1

g
)

≤ N(r, φ) + N̄(r, 1
g
) + S(r, f (k))

≤ kN̄(r, f) + (k + 1)N̄(r, 1
g
) + S(r, f (k)).

(5)

设 h = f (k), 则 h′ = f (k+1), h′′ = f (k+2),

P (h) = ahn−k−1 ×
[

n!
(n− k)!

(h′)k +
C2

kn!
(n− k + 1)

h× (h′)k−2
h′′ + · · ·+ nhk−1h(k)

]
.

显然 Q = k, d(P ) = n− 1,于是由引理 2得

(n− 1)T (r, h) ≤ (k + 1)N(r,
1
h

) + N(r, h) + N(r,
1

P (h) + 1
) + S(r, h). (6)

把 h = f (k)代人 (6)得

(n− 1)T (r, f (k)) ≤ (k + 1)N(r,
1

f (k)
) + N(r, f (k)) + N(r,

1
P (f (k)) + 1

) + S(r, f (k)). (7)
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由 (5)–(7) 式可得

(n− 1)T (r, f (k)) ≤ (k + 1)N(r,
1

f (k)
) + N(r, f (k)) + N(r,

1
P (f (k)) + 1

) + S(r, f (k))

≤ (k + 1)[N(r,
1

f (k)
) + N(r,

1
P (f (k)) + 1

)] + N(r, f (k)) + S(r, f (k))

≤ (k + 1)[kN(r, f) + (k + 1)N(r,
1
g
)] + N(r, f) + S(r, f (k))

= (k2 + k + 1)N(r, f) + (k + 1)2N(r,
1

f + a(f (k))n − b
) + S(r, f (k)).

因此，定理 1证毕.
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Abstract: In this article, we study the value distribution of meromorphic functions. By

using value distribution theory, we get a stronger inequality, involving N rather than N , which

generalizes the related results of Xu and Yang et al.
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