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关于任意随机可积序列的一个强收敛定理
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摘要: 本文研究了可积随机适应序列强收敛定理的问题. 利用构造截尾停时以及鞅差序列的方

法, 获得了一类任意积随机适应序列的强收敛定理, 推广了若干已知的结果.
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1 主要结果

设 (Xn,Fn, n ≥ 0) 是定义在 (Ω,F , P ) 上的一可积随机适应序列, 即 Fn 是一非降 σ 域

(Fn ⊂ Fn+1), Xn 可积的且是 Fn 可测的.
下面给出万成高在整个空间上的的收敛定理, 参见文献 [1].
定理 A 设 (Xn,Fn, n ≥ 0) 是任意可积随机适应序列, (an, n ≥ 0) 是非降的正常数列,

若下列条件成立:
∞∑

n=1

E[
|Xn|p

an
p + an|Xn|p−1

|Fn−1] < ∞, 1 ≤ p ≤ 2, (1)

则有
∞∑

n=1

Xn − E[Xn|Fn−1]
an

a.e. 收敛.

类似定理 A 我们给出一个集合上的强收敛定理.
定理 B 设 (Xn,Fn, n ≥ 0) 是任意可积随机适应序列, (an, n ≥ 0) 是非降的正常数列.

设

A = {ω :
∞∑

n=1

E[
|Xn|p

an
p + an|Xn|p−1

|Fn−1] < ∞}, 1 ≤ p ≤ 2, (2)

则有
∞∑

n=1

Xn − E[Xn|Fn−1]
an

在 A 中 a.e. 收敛. (3)

定理 A 在条件 (1) 下成立, 定理 B 在条件 (2) 下成立. 定理 B 更优, 因为它推广了 Chow
的鞅差序列的强大数定理. 本文是利用文献 [2] 的方法给出定理 B 的证明.
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定理 B 的证明 设 n ≥ 0,X∗
n = XnI(|Xn|≤an). 记 Zn = |Xn|p

ap
n+an|Xn|p−1 , 设 k 为正整数,

Ak = {ω :
∞∑

n=1

E[Zn|Fn−1] ≤ k}, (4)

τk = inf{n : n ≥ 1,

n+1∑
i=1

E[Zi|Fi−1] > k}, (5)

当 (5) 式的右边集为空集时, 令 τk = ∞, 这样
τkΛn∑
m=1

Zm =
n∑

m=1

I(τk≥m)Zm. 由于 I(τk≥m) 是

Fm−1 可测的, 由 Zn 的非负性, ∀n, 有

E(
τkΛn∑
m=1

Zm) = E(
n∑

m=1

I(τk≥m)Zm) = E{
n∑

m=1

E[I(τk≥m)Zm|Fm−1]}

= E{
n∑

m=1

I(τk≥m)E[Zm|Fm−1]} = E{
τkΛn∑
m=1

E[Zm|Fm−1]} ≤ k.

(6)

由于 Ak = {τk = ∞}, 于是由 (6) 式, ∀n 有
n∑

m=1

∫

Ak

ZmdP =
n∑

m=1

E[IAk
Zm] = E{IAk

n∑
m=1

Zm} = E{I(τk=∞)

n∑
m=1

Zm}

=E{I(τk=∞)

τkΛn∑
m=1

Zm} ≤ E(
τkΛn∑
m=1

Zm) ≤ k,

(7)

因此可得
∞∑

m=1

∫

Ak

ZmdP ≤ k. (8)

由于当 |Xn| > an 时, 1
Zn

= ( an

|Xn|)
p + an

|Xn| ≤ 2 (1 ≤ p ≤ 2), 于是有

∞∑
n=1

P (Ak(Xn 6= X∗
n)) =

∞∑
n=1

∫

Ak(Xn 6=X∗
n)

dP ≤
∞∑

n=1

∫

Ak(Xn 6=X∗
n)

2ZndP

≤
∞∑

n=1

∫

Ak

2ZndP ≤ 2k.

(9)

于是由 Borel-Cantelli 引理知 P (Ak(Xn 6= X∗
n) i.o.) = 0, 于是有

∞∑
n=1

(Xn −X∗
n)/an 在 Ak 中 a.e. 收敛.

由于 A =
⋃
k

Ak, 所以有

∞∑
n=1

(Xn −X∗
n)/an 在 A 中 a.e. 收敛. (10)
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设

Ym = (X∗
m − E[X∗

m|Fm−1])/am. (11)

设 λ = 1,−1 且

tn(λ) =
exp{λ

n∑
m=1

Ym}
n∏

m=1

E[exp(λYm)|Fm−1]
n ≥ 1, (12)

由于 E[tn|Fn−1] = tn−1 且 E|tn(λ)| = Etn(λ) = Et1(λ) = 1, 故 {tn(λ), n ≥ 1} 为非负鞅, 由
Doob 鞅收敛定理得

lim
n→∞

tn(λ) = t∞(λ) a.e., (13)

由不等式

0 ≤ exp(x)− 1− x ≤ x2 exp(|x|) ∀x ∈ R, (14)

注意到 |Yn| ≤ 2, 且 E[Yn|Fn−1] = 0 a.e. 及

E[Y 2
n |Fn−1] = E[((X∗

n − E[X∗
n|Fn−1])/an)2|Fn−1]

= (E[(X∗
n)2|Fn−1]− (E[X∗

n|Fn−1])2)/a2
n

≤ E[(X∗
n)2|Fn−1]/a2

n a.e.,

(15)

有

0 ≤ E[exp(λYn)|Fn−1]− 1 = E[exp(λYn)− λYn − 1|Fn−1]

≤ E[|λYn|2e|λYn||Fn−1] ≤ e2E[Y 2
n |Fn−1] ≤ e2E[(X∗

n)2|Fn−1]/a2
n a.e.,

(16)

由于 |Xn| ≤ an 时, |X∗
n| ≤ an, 并且 f(x) = |x|p

ap+a|x|p−1 (a > 0) 在 [0,+∞) 是单调递增的, 有

(
X∗

n

an

)2 ≤ (
|X∗

n|
an

)p =
|X∗

n|p
ap

n + an|X∗
n|p−1

· ap
n + an|X∗

n|p−1

|a∗n|p
≤ 2Zn (1 ≤ p ≤ 2), (17)

由 (16) 与 (17) 式有

0 ≤ E[exp(λYn)|Fn−1]− 1 ≤ 2e2E[Zn|Fn−1] a.e., (18)

由 (18) 与 (2) 式是有
∞∑

n=1

(E[exp(λYn)|Fn−1]− 1]) 在 A 中 a.e. 收敛, 或等价地

∞∏
n=1

E[exp(λYn)|Fn−1] 在 A 中 a.e. 收敛. (19)

由 (12), (13) 和 (19) 式有

lim
n→∞

exp{λ
n∑

m=1

Ym} 在 A 中 a.e. 收敛. (20)
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因为上式对 λ = 1,−1 成立, 所以有

∞∑
n=1

Yn =
∞∑

n=1

(X∗
n − E[X∗

n|Fn−1])/an 在 A 中 a.e. 收敛. (21)

当 |Xn| > an 时有

(
|Xn|
an

) =
|Xn|p

ap
n + an|Xn|p−1

· ap−1
n + an|Xn|p−1

|Xn|p−1
≤ 2Zn (1 ≤ p ≤ 2), (22)

所以有

|E[Xn|Fn−1]− E[X∗
n|Fn−1])/an| ≤ E[|Xn −X∗

n|/an|Fn−1]

=E[|Xn|/anI(|Xn|>an)|Fn−1] ≤ E[2ZnI(|Xn|>an)|Fn−1] ≤ 2E[2Zn|Fn−1] a.e..
(23)

由 (23) 和 (2) 式有

∞∑
n=1

(E[Xn|Fn−1 − E[X∗
n|Fn−1])/an 在 A 中 a.e. 收敛. (24)

由 (10), (21) 及 (24) 知 (3) 式成立.
注 在定理 B 中令 P (A) = 1, 可得定理 A.
推论 1 设 (Xn,Fn, n ≥ 0) 是鞅差序列, {an, n ≥ 0} 是非降的正数列. 设 A 由 (2) 定义,

则有
∞∑

n=1

Xn

an

在 A 中 a.e. 收敛. (25)

证 注意到 E[Xn|Fn−1] = 0, 于是从定理 B 可得本推论.
推论 2 (Chow,参见文献 [3,第 249页练习 8] 设 (Xn,Fn, n ≥ 0)是鞅差序列, {an, n ≥ 0}

是非降的正数列. 设

B = {ω :
∞∑

n=1

a−p
n E[|Xn|p|Fn−1] < ∞}, 1 ≤ p ≤ 2, (26)

则有
∞∑

n=1

Xn

an

在 B 中 a.e. 收敛. (27)

证 令 A 如定理 B 定义, 因为 |Xn|p
ap

n+an|Xn|p−1 ≤ |Xn|p
ap

n
, 则有 B ⊆ A, 由推论 1 可得本推论.

推论 3 {Xn, n ≥ 1} 为独立的随机变量序列, {an, n ≥ 1} 如前定义. 如果

∞∑
n=1

E

[ |Xn|p
ap

n + an |Xn|p−1

]
< ∞ 1 ≤ p ≤ 2. (28)

则
∞∑

n=1

Xn−EXn

an
a.e.收敛.
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证 在定理 B 中取 Fn = σ (X1, X2, · · · , Xn), 由于 {Xn, n ≥ 1} 为独立的随机变量序列,
故有

E

[ |Xn|p
ap

n + an |Xn|p−1 |Fn−1

]
= E

[ |Xn|p
ap

n + an |Xn|p−1

]
a.e.

及 E [Xn |Fn−1 ] = EXn a.e.. 由定理 A 可得本推论.
由推论 3 易证以下两推论.
推论 4 (参见文献 [4, p.387]) 设 {Xn, n ≥ 1} 为独立的随机变量序列, 且 EXn = 0, 如果

∞∑
n=1

E
X2

n

1 + |Xn| < ∞,

则
∞∑

n=1

Xn a.e.收敛.

推论 5 (Kolmogorov, 参见文献 [4, p.389]) 设 {Xn, n ≥ 1} 为独立的随机变量序列,
{an, n ≥ 1} 如前定义. 如果

∞∑
n=1

EX2
n

a2
n

< ∞, (29)

则
∞∑

n=1

Xn−EXn

an
a.e.收敛.

显然推论 3 是推论 5 的推广, 这是因为当 p = 2 时条件 (28) 比条件 (29) 弱. 下面的例
子证明了当 p = 2 时 (28) 比 (29)“真弱”.
例 1 设 {Xn, n ≥ 1} 为独立的随机变量序列, Xn 的分布密度为

fn(x) =

{
2

n2x3 x ≥ 1/n,

0 x < 1/n.

要证明
∞∑

n=1

EX2
n

n2
= +∞,

∞∑
n=1

E

[
X2

n

n2 + n |Xn|

]
< ∞.

事实上, 由于 EX2
n =

∫ ∞

1/n

2
n2x

dx = +∞, 所以

∞∑
n=1

EX2
n

n2
= +∞, 又因为

E

[
X2

n

n2 + n |Xn|

]
=

∫ ∞

1/n

2
n2x3

x2

n2 + nx
dx =

∫ ∞

1/n

2n

n3

(
1

n2x
− 1

n2x + n3

)
dx =

2
n4

ln
(
1+n2

)
,

由于
∞∑

n=1

2
n4

ln
(
1+n2

)
< ∞.

故
∞∑

n=1

E

[
X2

n

n2 + n |Xn|

]
< ∞.

所以当 an = n, p = 2 时, {Xn, n ≥ 1} 满足 (28) 式, 但不满足 (29) 式.
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Abstract: In this paper, the strong convergence theorems for the integrable sequence of

arbitrary random variables are studied. By using the methods of constructing censored stopping

time and martingale difference sequences, we obtain a class of strong convergence theorems for the

integrable sequence of arbitrary random variables. As corollaries, which generalize some known

results.
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