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摘要: 本文研究了基于神经网络的二层规划问题. 利用互补松弛条件的扰动, 获得了二层规划

问题局部最优解的充分条件, 克服了互补松弛条件不满足约束规格的局限性, 并给出了相应的神经网

络求解方法, 从而求解原二层规划问题, 数值实验表明算法有效.
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1 引言

二层规划问题因为广泛的实际应用而倍受关注 [1,2], 然而即使约束条件是线性的, 二层规
划问题的求解仍然是 NP 难的. 一般是利用下层规划的 KKT 条件将二层规划转化为单层规
划. 由于互补松弛条件的存在使得约束规格不成立 [3−6], 从而很多传统的非线性规划的解法
无法应用. 因此, 我们对于转化后的单层问题给出扰动, 然后讨论扰动问题的解、收敛性以及
与原二层规划解之间的关系. 人工神经网络是一非线性动力学系统, 它具有大规模并行协同
处理能力. 利用神经网络方法求解最优化问题近年来发展迅速 [7]. 本文讨论了二层规划问题
一种神经网络方法, 最后是相关的数据实验.
考虑二层规划问题：

(UP) min
x∈X

F (x, y),

s.t. G(x, y) ≥ 0, (BLP)

(LP) min
y∈Y

f(x, y),

s.t. g(x, y) ≥ 0,

其中

F, f : Rn1+n2 → RG : Rn1+n2 → Rm1g : Rn1+n2 → Rm2X ⊂ Rn1Y ⊂ Rn2

是二阶连续可微函数, (UP), (LP) 分别表示上、下层规划, 分别是上、下层规划的决策变量.
本文中我们假设: (A1) 对任意给定 x ∈ {x|∃y, s.t. G(x, y) ≥ 0g(x, y) ≥ 0}, 下层规划

(LP) 是满足MFCQ 的凸规划.
(A2) BLP 问题的约束域 S = {(x, y) : G(x, y) ≥ 0, g(x, y) ≥ 0} 是非空紧集.
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在 (A1) 和 (A2) 条件下, BLP 可变为

min
x,y,λ

F (x, y),

s.t. G(x, y) ≥ 0,

∇yL(x, y, λ) = 0, (SP)

λT g(x, y) = 0,

g(x, y) ≥ 0,

λ ≥ 0,

其中 λT g(x, y) = 0 叫互补松弛条件, L(x, y, λ) = f(x, y) + λ · g(x, y) 是下层规划的 Lagrange
函数. 显然问题属于 MPEC. 然而, MPEC 问题在可行域内任何点均不满足MFCQ 约束规
格 (Mangasarian-Fromovitz Constraint Qualification), 更不用说线性独立规格 (LICQ ). 为
此, 我们引进MPEC-LICQ 定义.
为方便起见, 引进以下记号: 记 x′ = (x, y, λ), GI = IG = {i |Gi = 0} ,K = {k |λk = 0}.
定义 1 对于MPEC 问题, 除互补松弛条件以外, 其他积极约束条件线性独立我们称为

MPEC-LICQ, 对于 SP 是

M =




∇xGI ∇yGI 0

∇xf +∇2
yxλT g ∇yf +∇2

yyλ
T g ∇ygKC

∇xgJ ∇ygJ 0




行满秩.
定义 2 对于MPEC 问题

min f(x, y)

s.t. min{g1(x, y), g2(x, y)} = 0,

若 z 满足 {∇gi(z) · d |i : gi(z) = 0} = 0, i = 1, 2, 称点为 B - 稳定点.

2 扰动

因为许多传统非线性规划算法依赖于线性独立约束规格 (LICQ), 而MPEC 问题可行域
内所有点均不满足, 为了避免这一困难, 我们考虑扰动的规划问题:

min
x,y,λ

F (x, y),

s.t. G(x, y) ≥ 0,

∇yL(x, y, λ) = 0, (SP)

λT g(x, y) ≤ εn,

g(x, y) ≥ 0,

λ ≥ 0.
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由文献 [4, 6], 有下述命题.

命题 1 如果在 BLP 问题的可行点 x̄′n 处MPEC-LICQ 成立, 则存在 x̄′n 的邻域 U 以及

ε > 0, 使得 LICQ 在任一点 z ∈ U ∩ F (SP εn
) 成立 [4].

定理 1 若 x̄′n 是的 B - 稳定点, 且在 x̄′n 处 MPEC-LICQ、二阶充分条件成立, 则 x̄′n
是 BLP 问题的局部最优解, 且存在 x̄′n 的邻域 U 和 ε̄, 使得对 εn < ε̄ 有唯一的稳定点

x̄′n, x̄′n → x̄′.

定理 1 的证明 当 x̄′n 是 SP 的 B - 稳定点且二阶充分条件成立时, x̄′n 是 SP 的严格局
部极小值点, 此时

BD =





d

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

dT∇Gj(x̄′)

{
≥ 0(γj = 0),

= 0(γj > 0),
j ∈ JG(x̄′),

dT∇gi(x̄′)

{
≥ 0(ηi = 0),

= 0(ηi > 0),
i ∈ Ig(x̄′),

dT∇λi(x̄′)

{
≥ 0(υj = 0),

= 0(υj > 0),
i ∈ Iλ(x̄′),

dT∇gi(x̄′) = 0, i ∈ Ig\Iλ,

dT∇λi(x̄′) = 0, i ∈ Iλ\Ig.





由文献 [4] 中的定理 4.1, 可知结论成立. 这里的条件并不难达到, 事实上文献 [4] 中指出,
对于 SP 问题的函数空间, 有稠密子集 P0, 使得在 P0 中 SP 的所有可行点MPEC-LICQ 成
立, 且对于局部极小点 x̄′n, 二阶充分条件成立 [4].

3 神经网络方法

在 SPεn
中, 记

c(x′) =





−G(x, y),

λT g(x, y)− εnq(x′) = ∇yL(x, y, λ),

− g(x, y),

− λ,

则 SPεn
问题可以改写为

min
x′

F (x′),

s.t.

{
c(x′) ≤ 0,

q(x′) = 0.

本文利用文献 [7] 的方法，结合上述扰动思想，求解二层规划问题的一般方法为
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E(x′, υ, µ) = F (x′) + υT q(x′) + µT c(x′)µ 神经网络动态方程为




dx′

dt
= −∇x′L(x′, υ, µ),

dυ

dt
= ∇υL(x′, υ, µ),

dµ

dt
= ∇µL(x′, υ, µ),

(3.1)

写成标量的形式是





dx′i
dt

=− ∂F (x′)
∂x′i

− υ
∂(fy(x′) + λgy(x′))

∂x′i

+
m1∑
i=1

µ2
k

∂Gk(x′)
∂x′i

−
m2∑
i=1

µ2
k

∂gk(x′)
∂x′i

−
m2∑
i=1

µ2
k

∂(λkgk(x′)− εn)
∂x′i

,

dυ

dt
=fy(x′) + λgy(x′),

dµk

dt
=−G(x, y)µk (k = 1, 2, · · ·m1),

dµk

dt
=(λT g(x, y)− εn)µk (k = m1 + 1, m1 + 2, · · ·m1 + m2),

dµk

dt
=− g(x, y) (k = m1 + m2 + 1, m1 + m2 + 2, · · ·m1 + 2m2.

定理 2 如果在 BLP 问题的可行点 x̄′n 处MPEC-LICQ 成立, 且 SPεn
满足二阶充分条

件, 则 x̄′n 是系统 (3.1) 的稳定点.
定理 2 的证明 若 x̄′n 处 MPEC-LICQ 成立, 则存在 x̄′n 的邻域 U 以及 ε > 0, 使得

LICQ 在任一点 z ∈ U ∩F (SP εn
) 成立 [2], 又 SPεn

满足二阶充分条件, x̄′n 是 BLP 问题的局
部最优解, 且存在 x̄′n 的邻域 U 和 ε̄, 使得对 εn < ε̄, SPεn

有唯一的稳定点 x̄′nx̄′n → x̄′.
由 KKT 条件知, x̄′n 是 E(x′, υ, µ) 的鞍点, 即 x̄′n 是 E(x′, υ, µ) 的稳定点, 由可微函数

极值点的必要条件知定理成立.

4 算例

利用Matlab 6.5 中的 ode45 命令, 取 εn = 0.001.
例 1

max f1(x, y) = −x,

s.t. x ≥ 0,

max f2(x, y) = −y,

s.t. x + y ≥ 2,

x− y ≤ 0,

y ≥ 0,

结果是 x = −0.0000, 2.0000, 1.0000, 0.0000.
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例 2

min
x≥0

F (x, y) = −x1
2 − 3x2

2 − 4y1 + y2
2,

s.t. x1
2 + 2x2 ≤ 4,

min
y≥0

f(x, y) = 2x1
2 + y1

2 − 5y2,

x1
2 − 2x1 + x2

2 − 2y1 + y2 ≥ −3,

x2 + 3y1 − 4y2 ≥ 4,

(4.1)

可得 x = 0.0000, 2.0000, 1.8750, 0.9062, 0, 1.2500, fval = −18.6787.
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NEURAL NETWORKS SOLUTION

OF BILEVEL PROGRAMMING PROBLEM

PENG Ai-min
(School of Mathematics and Quantitative Economics, Hubei University of Education,

Wuhan 430205, China)

Abstract: Here is the abstract of bilevel programming based on neural networks. By using

complementarity constraints, a sufficient condition is considered. It improves the drawback that

constraint qualification does not hold at any feasible point when a bilevel programming is changed

into a single one. We arrive at a conclusion of neural networks solution for bilevel programming.

The validity of the networks is demonstrated by several numerical examples.
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